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1 Введение

Актуальность темы диссертации
Данная диссертация посвящена исследованию процессов в сильных лазерных

и плазменных полях, таких как ионизационная инициация квантовоэлектроди-
намических каскадов (КЭД каскадов), радиационные эффекты и особенности
спиновой динамики лептонов. Явления, обсуждаемые в данной работе, представ-
ляют не только научный интерес, но также имеют и практическую значимость.
В частности, понимание динамики спина заряженных частиц в условиях воз-
действия сильных лазерных полей может оказаться полезным в ситуациях, где
необходимо создать пучки частиц с высокой степенью поляризации или же уско-
рить уже поляризованный электронный пучок с помощью лазерного поля, не
теряя при этом поляризационных свойств. Используя лазеры на свободных элек-
тронах можно получать фотоны МэВ-ных энергий за счет нелинейного компто-
новского рассеяния на установках HIγS [1] и NewSUBARU [2]. Несмотря на то,
что теория рассеяния света на релятивистских электронах хорошо исследована
теоретически, существует не так много экспериментов в этой области и многие
теоретические модели все еще требуют экспериментальной проверки. Недавнее
исследование силы реакции излучения в кристаллах показало, что есть разница
между экспериментальными данными и формулами для квантового синхротрон-
ного излучения [3]. Это открытие сподвигло новое обсуждение теоретических
моделей [4, 5]. Строгий анализ взаимодействия лазерного излучения с заряжен-
ными частицами очень сложен. Найти какие-либо радиационные характеристи-
ки можно либо для какого-то приближения, либо для узкого круга параметров.
В данной работе было продемонстрировано, что конечные спектры электронов
и фотонов можно вычислять считая, что пучок электронов распространяется
как будто в постоянном магнитном поле. Такое приближение (приближение гло-
бального постоянного поля, ПГПП) выгодно по двум причинам. Во-первых, этот
подход может сделать теоретический анализ стохастического процесса излуче-
ния проще, чем в случае переменного лазерного поля. Во вторых, это позволяет
вычислять спектры электронов и фотонов, используя более простые и быстрые
численные схемы.

Для рассмотрения радиационных процессов и распада фотонов удобно ввести
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следующий параметр:

χ =

√
−(F µνpµ)2

mcBcr
=

γ

Bcr

√(
E +

v

c
×B

)2
−
(
E · v

c

)2
, (1)

где F µν это тензор электромагнитного поля, E, B есть электрическое и магнит-
ное поля, pµ это 4-вектор рассматриваемой частицы, v есть скорость частицы, γ
это Лоренц фактор, Bcr = m2c3/eℏ ≈ 4.41 ·109 Т есть критическое магнитное по-
ле или поле Заутера-Швингера [6], m это масса электрона, c скорость света, ℏ это
постоянная Планка, e есть величина элементарного заряда. Заметим, что данный
параметр является Лоренц инвариантной величиной. Параметр χ характеризу-
ет квантовость процесса, при χ ≪ 1 для описания процессов в сильных полях
достаточно классического описания, в противном случае нужен учет квантовой
природы процессов. Для фотона можно ввести аналогичный параметр:

κ =
ℏ
√

−(F µνkµ)2

mcBcr
=

ℏω
mc2Bcr

∣∣∣∣E⊥ +
k

|k|
×B

∣∣∣∣ , (2)

где ℏω есть энергия фотона, а k его волновой вектор. Строгое описание процес-
сов в квантовой области очень сложно, однако для случая сильных полей можно
сделать несколько полезных упрощений. В данной работе будет использовать-
ся подход к описанию радиационных эффектов, развитый в [7], называемый в
литературе операторным методом Байера и Каткова. Суть этого подхода в сле-
дующем. При движении заряженной частицы в сильном электромагнитном поле
квантовые эффекты можно разделить на два типа: квантование движения и эф-
фект отдачи при излучении фотона. В случае χ ∼ 1 энергия излученного фотона
ℏω ∼ ε, где ε есть энергия электрона. Если χ ≫ 1, то энергия электрона после
излучения εf ∼ mc2Bcr/B ≪ ε, т.е. лептон теряет почти всю энергию. Таким
образом, если выполняется условие B/Bcr ≪ 1 лептон остается ультрареляти-
вистским. В свою очередь квантованность движения лептона характеризуется
величиной ℏωB/ε = B/(Bcrγ) ≪ 1, где ωB – частота обращения электрона по
круговой орбите в магнитном поле B. Таким образом, можно принебречь дис-
кретизацией энергии электрона и учитывать только эффект отдачи (а также
поляризационные эффекты, о которых пойдет речь дальше). Это означает, что
при вычислении матричных элементов, учитываются только коммутационные
соотношения между операторами фотона и лептона, а коммутационными соот-
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ношениями между операторами для лептона можно принебречь. Вычисленная
таким образом вероятность в единицу времени излучения фотона с энергией ℏω
имеет следующий вид

dW

dξ
=

1

2
C0 [w0 +wi · Si +wf · Sf ] , (3)

где

w0 =
ξ2 − 2ξ + 2

1− ξ
K2/3

(
2u

3χ

)
− IntK1/3

(
2u

3χ

)
, (4)

wi = −e2ξK1/3

(
2u

3χ

)
, (5)

wf = −uK1/3

(
2u

3χ

)
e2+

+

[
2K2/3

(
2u

3χ

)
− IntK1/3

(
2u

3χ

)]
Si+

+ξu

[
K1/3

(
2u

3χ

)
− IntK1/3

(
2u

3χ

)]
(e0 · Si)e0,

(6)

где ξ = ℏω/ε, u = ξ/(1 − ξ), ε = mc2γ есть энергия электрона до излучения,
IntK1/3(x) =

∫∞
x K1/3(t)dt, и χ определен уравнением (1). Векторы (e0,e1,e2)

определены в главе 4.2 и представляют из себя удобный для описания поля-
ризационного вектора базис. Также будет использоваться просуммированная по
конечным спинам формула (3)

dW

dξ
= C0 [w0 +wi · Si] , (7)

и усредненная по начальным спинам формула

dW

dξ
= C0w0. (8)

Излучение фотона представляет из себя случайное событие, а энергия фотона
подчиняется распределению (3). Излучение формируется на некотором участе
траектории, называемым длиной формирования [8], и если эта длина существен-
но меньше характерных размеров в системе, то рассмотрение динамики элек-
трона значительно упрощается [9]. А именно, можно считать, что электрон рас-
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пространяется согласно классическим уравнениями движения, а потери энергии
на излучение происходят случайным образом, согласно вероятностям (3). Су-
ществует и более простой подход, при котором, вместо вероятности излучения
используется сила радиационного трения [10]. Данный подход уже использовал-
ся в работах [11–14], однако в данной диссертации обсуждается строгий вывод и
применимость такого метода. Использование непрерывных дифференциальных
уравнений с квантовыми поправками вместо вероятностей, мы будем называть
моделью непрерывных радиационных потерь [15] (НРП).

В рамках описанного выше приближения можно рассматривать такое явле-
ние как КЭД каскады. Это явление представляет собой цепочку из двух процес-
сов: излучения релятивистским лептоном фотона с большой энергией (жесткого
фотона) и распада фотона на электрон-позитронную пару (хотя возможен рас-
пад и на другие лептоны, но в данной работе рассматриваются только электрон-
позитронные пары). Этот эффект также носит название процесса Брейта — Уиле-
ра [16]. КЭД каскад может происходить в атмосфере планет, при пролете высоко-
энергичной частицы из космоса. Такая частица, пролетая через поле атомов в ат-
мосфере, имеет существенную вероятность распасться на электрон-позитронную
пару, если это фотон, или, в случае, если это электрон (позитрон), излучить
жесткий фотон. Тем самым запускается цепная реакция, ограниченная лишь на-
чальной энергией затравочной частицы. Еще этот эффект носит название атмо-
сферных ливней, а возникающе каскады называют каскадами «ливневого» типа,
или S-типа. Похожий процесс может происходить в окрестности таких астро-
физических объектов как нейтронные звезды. Есть также каскады «лавинного»
типа, называемые еще самоподдерживающиеся каскады, или каскады A-типа. В
таких каскадах каждое поколение вторичных частиц в среднем восполняет свою
энергию за счет, например, внешнего электромагнитного поля. В лабораторных
условиях для создания КЭД каскада предлагается сталкивать ускоренные до
высоких энергий пучки электронов с лазерными импульсами высокой интенсив-
ности, или сталкивать два и более лазерных импульсов в области заполненной
газом или вблизи твердотельной мишени. На момент написания данной рабо-
ты получить самоподдерживающийся КЭД каскад в лабораторных условиях не
удалось. Это связано, в основном, с недостаточно высокой интенсивностью ла-
зерных полей, доступных на данный момент. Тем не менее, можно ожидать, что
лазерные установки ближайшего будушего [17–24] смогут достичь необходимых
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мощностьей. В частности, относительно недавно была достигнута интенсивность
в 1023 Вт/см2 [25], которой уже может быть достаточно, для наблюдения кас-
када. Также уже есть установки которые могут работать на уровне мощности
10 ПВт [17, 18, 26]. Было предложено несколько конфигураций лазерного поля
для минимизации мощности лазера, необходимой для создания самоподдержи-
вающегося КЭД каскада. Одна из самых простых конфигураций представляет
собой наложение двух встречных лазерных импульсов. В работах [6, 27–29] бы-
ло показано, что линейная поляризация лазерного излучения более оптималь-
на для формирования самоподдерживающегося каскада, чем круговая в преде-
ле низкой интенсивности. Лазерно-дипольная волна может обеспечить развитие
каскада КЭД при мощности лазера ниже 10 ПВт [30]. Структура поля, похожая
на дипольную волну, может быть образована с использованием 12 лазерных им-
пульсов [31]. Другая конфигурация лазера, обеспечивающая формирование КЭД
каскада на уровне мощности ниже 10 ПВт, может быть построена путем коге-
рентного суммирования нескольких лазерных импульсов с эллиптической поля-
ризацией [32]. Стоит отметить, что размер фокусного пятна имеет решающее
значение для КЭД каскада [33]. С одной стороны, за счет уменьшения разме-
ра фокального пятна при заданной мощности можно увеличить интенсивность
лазерного поля, тем самым увеличивая вероятность процессов КЭД. С другой
стороны, если размер пятна слишком мал, каскадные частицы могут быстро по-
кинуть объем каскада, подавляя его развитие.

В пределе высокой интенсивности каскад может быть инициирован спонтан-
ным созданием электрон-позитронных пар из вакуума [6]. Однако, при исполь-
зовании относительно низких интенсивностей необходимы затравочные частицы
для инициации каскада. В качестве таких частиц могут выступать как элек-
троны [29, 32, 34], так и фотоны высокой энергии [35]. При попытках создать
каскад за счет столкновения лазерного импульса с пучком электронов возникает
следующая проблема. Электроны могут быть вытолкнуты из области каскада
пондеромоторным потенциалом лазерного поля до попадания в область высокой
напряженности поля. Только небольшая часть затравочных электронов может
служить катализатором для запуска каскада [29]. Можно использовать ультра-
релятивистские электроны, поскольку пондеромоторный потенциал подавляет-
ся из-за релятивистской массы [36], однако, потребуются использование уско-
рителей электронов. Кроме того, требуется сфокусировать пучок электронов в
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области взаимодействия и синхронизировать его с лазерными импульсами, что
создает дополнительные трудности. Аналогичные трудности (высокая стоимость
источников яркого гамма-излучения, фокусировка и синхронизация гамма-луча)
возникают при попытках использовать в качестве затравочных частицы высоко
энергетических фотонов.

В качестве затравочных электронов можно использовать электроны с ниж-
них уровней атомов с высоким номером. Потенциал ионизации этих электронов
настолько велик, что они могут покинуть атом только при достаточно высокой
величине поля. При попадании в достаточно интенсивное поле, электроны с низ-
ких оболочек покидают атом за счет полевой ионизации и оказавшись в сильном
лазерном поле могут служить катализатором для каскада. В работе [33] было
продемонстрировано, что запуск каскада в поле двух встречных лазерных им-
пульсов облегчается за счет использования газов с высоким порядковым номе-
ром, однако авторы использовали упрощенную модель для описания ионизации
атома и рассматривали только водород и кислород в качестве газовой мишени.
Модель не учитывала вероятностный характер ионизации, зависимость вероят-
ности ионизации от параметров электронной оболочки, последовательную и мно-
жественную ионизацию атомов с высоким порядковым номером. В связи с этим
данная модель не может обеспечить точное описание ионизации и динамики за-
травки электронов.

В данной работе рассматривается формирование КЭД каскада при столк-
новении двух лазерных импульсов в области, заполненой различными сортами
инертных газов. Используя полностью трехмерный код QUILL [37], моделируется
распространение и столкновение двух лазерных импульсов в различных инерт-
ных газах. Предлагается новая формула для скорости ионизации, расширяющая
известное выражение для туннельной ионизации [38, 39] в чрезвычайно интен-
сивном поле, когда потенциальный барьер сильно подавлен. Для описания иони-
зации был разработан и добавлен в пакет QUILL ионизационный блок, учитыва-
ющий вероятностный характер ионизации, последовательную и множественную
ионизацию.

Аналитическое исследование КЭД каскадов крайне затруднительно, чем обу-
словлена такая популярность численных методов среди исследователей, занима-
ющихся данной проблемой. Феноменологическая формула для скорости нарас-
тания каскада во вращающемся электрическом поле была получена в результате
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численного моделирования [29,32]. Скорость роста оценивалась также в пределах
слабого [40, 41] и сильного лазерных полей [6]. В данной диссертации представ-
лены расчеты скорости роста каскада во вращающемся электрическом поле с
учетом КЭД поправок к силе радиационного трения.

При попадании в сильное электромагнитное поле фотон может не только
распадаться на электрон-позитронную пару, квантовая электродинамика также
предсказывает нелинейные диэлектрические свойства вакуума в сильных маг-
нитных полях, создаваемые виртуальными электрон-позитронными парами. От-
ношения Крамерса-Кронига связывают вакуумный показатель преломления с
вероятностью фоторождения пар, что исследовалось в сильных кристалличе-
ских [42] и лазерных полях [43,44]. На момент написания данной работы прямые
экспериментальные наблюдения вакуумного показателя преломления отсутству-
ют, и существует множество идей, как его можно было бы измерить в экспе-
рименте. Одна из идей – это использование рентгеновской дифракции на двух
щелях, формируемой двумя встречными интенсивными лазерными импульса-
ми [45–47]. Также предлагается измерять изменение поляризации рентгеновских-
или гамма-фотонов из-за двойного лучепреломления в вакууме в сильном ла-
зерном поле [48–51]. Подобные эксперименты могут помочь проверить КЭД в
еще не исследованной области экстремальных лазерных полей. Более того, ис-
следование поляризации вакуума становится важным в свете гипотезы Ритуса–
Нарожного [52–56]. Как известно в свободной КЭД малым параметром в теории
возмущений является постоянная тонкой структуры α = e2/ℏc. Однако, когда
рассматривается КЭД в присутствии внешнего электромагнитного поля, рас-
сматривать электрон как свободный нельзя. Нужно переходить к представлению
Фарри, когда начальное и конечное состояние электрона находятся в некотором
внешнем потенциале. Для случая плоской электромагнитной волны волновая
функция известна и называется Волковской [57]. Авторами вышеупомянутых
статей было вычислено несколько слагаемых теории возмущений с несвободны-
ми электронами и была выдвинута гипотеза, что в качестве малого параметра
следует принять αχ2/3.

При интенсивностях 1023 − 1024 Вт см−2, напряженность электромагнитного
поля будет порядка 10−3Bcr, при таких значениях показатель преломления ва-
куума n можно оценить как δn = n − 1 ∼ 10−10 [58] для фотонов с энергией
≲ 1 ГэВ [59]. Несмотря на такое малое значение δn, уже при энергии электрона
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порядка 50 ГэВ, его скорость превысит фазовую скорость фотонов. Например,
для формального выполнения условия Черенкова в поляризованном вакууме для
низкоэнергетических фотонов, испускаемых электронами, достаточно, чтобы па-
раметр χ = 70. Таким образом, можно выбрать γ = 7× 104 и B/Bcr = 1× 10−3.
Как видно из формулы (85), при таком значении магнитного поля показатель
преломления будет δn ≈ 2× 10−10. Этим объясняется недавний интерес к черен-
ковскому излучению в поляризованном вакууме [60–62]. Однако результаты этих
статей следует пересмотреть из-за используемого там упрощенного подхода. Как
известно, черенковское излучение возникает при движении по прямолинейной
траектории, однако в сильных электромагнитных полях траектория заряженной
частицы криволинейная. Кривизна траектории определяет длину формирования
излучения и имеет решающее значение для процесса излучения. В работе [63]
использовалось более общее описание процесса излучения, при таком рассмот-
рении «черенковский» и синхротронный режим излучения являются частными
случаями одного общего процесса – синергического синхротрон-Черенковского
излучения (термин введен в работе [63]). Таким образом, в некоторых случаях
рассматривать эти процессы отдельно, как это сделано в работе [60, 61], некор-
ректно. В работе [62] авторы, рассматривают черенковское излучение и синхро-
тронное излучение как один процесс, но используют выражение для излучаемой
энергии, как если бы частица двигалась по прямой и излучала фотоны согласно
обычному черенковскому процессу. В то же время более ранние работы по рас-
сматриваемой теме содержат не только качественные оценки, но и выражения
для спектра и вероятности испускания фотона.

Впервые на возможность черенковского излучения в поляризованном ваку-
уме указал Эрбер [58], где, используя выражение для фоторождения пар в по-
стоянном магнитном поле и дисперсионное соотношение [64], была вычислена
действительная часть показателя преломления. В [65] автор рассматривал воз-
можность Черенковского излучения в постоянных скрещенных электромагнит-
ных полях с использованием фотонной функция Грина. В работе [63] авторы
использовали метод массового оператора и получили общее выражение для спек-
тра излучения фотона заряженной частицей, движущейся в постоянном магнит-
ном поле и в среде с n ̸= 1. Авторы указали, что есть только «синергетическое
синхротронно-черенковское» излучение, и переход к черенковскому режиму или
к синхротронному происходит в пределах исчезающего поля или при переходе к
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вакууму соответственно. Также было отмечено, что излучение чувствительно к
знаку величины n−1 [63,66] и может либо усиливаться, либо подавляться. Также
было установлено, что условия для наблюдения синхротронно-черенковского ре-
жима v > c/n для электрона недостаточно [66]. Синергетическое синхротронно-
черенковское излучение наблюдалось в газах [67], результаты хорошо согласуют-
ся с теорией.

В последнее время растет интерес к исследованию поляризационных эффек-
тов в лазерно-плазменном взаимодействии [68,69]. Выражения для скоростей из-
лучения были также получены в работах [70,71]. Уже исследован ряд явлений, в
которых спиновые эффекты играют существенную роль. Рассмотрена спиновая
динамика в магнитном узле двух встречных лазерных импульсов [72]. Передача
спиральности от лазерных фотонов электронному пучку исследована численно
в работе [73], а в работах [74, 75] образование поляризованных лептонов в про-
цессе Брейта-Уилера. Имеется ряд работ, посвященных эволюции поляризации
электронного пучка в плазменных ускорителях [76–78]. Была разработана мо-
дель для исследования спиновой динамики в лазерно-плазменных ускорителях и
рассчитаны оптимальные параметры для достижения минимальной деполяриза-
ции электронных пучков при ускорении [78]. Предложен метод фильтрации для
генерации электронных пучков с высокой степенью поляризации [79]. Ускорение
пучка частиц с сохранением высокой степени поляризации обсуждается в [80].
Исследована роль спино-зависимой силы реакции излучения при взаимодействии
лазерного импульса с электронным пучком [81]. Показано, что учет этой силы
приводит к асимметричному отклонению электронов с различной ориентацией
спина, и это отклонение больше, чем отклонение, вызванное силой, действующей
на магнитный момент электрона.

Спиновые свойства лептонов широко используются в экспериментальных ис-
следованиях для измерения параметров атомов и молекул [82], изучения радиа-
ционных свойств и ядерных структур [42, 83] и исследования физики за преде-
лами Стандартной модели на линейных коллайдерах [84]. Пучки поляризован-
ных лептонов могут быть получены с помощью эффекта Соколова-Тернова [85].
Однако, лучи, полученные с помощью этого метода, имеют низкий ток, и для
создания поляризации требуется длительное время.

В работе [86] была предложена модель эволюции вектора спина лептона.
Автор выводит уравнения, описывающие прецессию спина, возникающую из-за
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наличия внешних электромагнитных полей, и уменьшение длины вектора спи-
на из-за радиационной реакции. Решение этих уравнений хорошо согласуется с
предсказаниями, основанными на эффекте Соколова-Тернова. Однако в модели
используются два допущения: во-первых, рассматривается классический предел
(χ≪ 1), во-вторых, предположение, что χ остается постоянным в процессе спи-
новой эволюции, что эквивалентно постоянной энергии, если частица движется
в постоянном магнитном поле. В работе [87] были выведены те же уравнения, но
без предположения, что χ ≪ 1. В обоих случаях коэффициенты в уравнениях
зависят от параметра χ, однако в работах [86,87] этот параметр считался посто-
янным. Предположение о том, что χ остается постоянным, очень специфично и
не соответствует действительности в большинстве реальных случаев, особенно,
когда рассматриваются сильные лазерные поля.

Стоит отметить, что за последнее десятилетие компьютерные технологии зна-
чительно продвинулись вперед и теперь служат мощным инструментом для ре-
шения задач, слишком сложных для теоретического анализа. Одним из таких ин-
струментов является метод частиц в ячейках или PIC (particle in cell) [9,88]. Это
очень универсальный численный метод, который в настоящее время все больше
и больше используется для изучения взаимодействия электромагнитных полей
с веществом, планирования экспериментов, сравнения и анализа результатов. В
данной работе автор очень часто прибегает к использованию метода PIC, а имен-
но кода QUILL [37]. Хотя PIC-коды используются уже довольно давно, только
недавно спиновая динамика была реализована в PIC-симуляциях [73–75]. До сих
пор нет единого мнения о том, как правильно учитывать спиновую динамику, и
было предложено несколько различных моделей [72,87].
Цель работы

В данной диссертационной работе преследовались следующие задачи:

1. Найти величину магнитного поля и время взаимодействия электрона с та-
ким полем, при которых спектры электронов совпадают со спектрами элек-
тронов, взаимодействующих с лазерным полем в приближении Фоккера-
Планка.

2. Исследовать излучение электрона, движущегося в сильном магнитном поле
с учетом вакуумного показателя преломления. Показать, что наблюдение
влияния вещественной части показателя преломления поляризованного ва-
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куума на синхротронный спектр электрона в области параметров, где при-
менима теория возмущений, невозможно. Продемонстрировать перспектив-
ность использования мюонов для исследования влияния действительной
части показателя преломления поляризованного вакуума на излучение.

3. Разработать численную схему для учета полевой ионизации атомов. Иссле-
довать перспективность использования, в качестве затравки для развития
каскадов, инертных газов с большим номером.

4. Вычислить скорость роста КЭД каскада с учетом квантовых поправок к
силе радиационного трения.

5. Исследовать применимость модели непрерывных радиационных потерь для
квазиклассической и классической областей в задаче о взаимодействии элек-
трона с постоянным однородным магнитным полем.

6. Разработать численную модель для вычисления спиновой динамики лепто-
нов в электромагнитных полях с учетом переворота спина из-за излучения.
Получить выражения для эволюции проекции спина вдоль магнитного по-
ля в случае, когда изменением энергии электрона пренебречь нельзя.

Научная новизна

1. Исследовано излучение ультрарелятивистского электрона в приближении
Фоккера-Планка, когда число излученных фотонов велико, а энергия каж-
дого фотона много меньше энергии электрона, который его излучает. Най-
дена величина магнитного поля и время взаимодействия электрона с таким
полем, при которых спектры электронов совпадают со спектрами электро-
нов, взаимодействующих с лазерным полем.

2. Было продемонстрировано, что влияние действительной части показателя
преломления поляризованного вакуума на спектр излучения электрона, в
области параметров, где справедливо использование теории возмущений,
чрезвычайно мало.

3. Было продемонстрировано, что мюоны являются перспективными для ис-
следования влияния вещественной части показателя преломления поляри-
зованного вакуума.
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4. Построена физически более корректная численная модель для описания по-
левой ионизации. Результаты численного моделирования, с использовани-
ем данной модели, подтверждают предположение о том, что более тяжелые
газы лучше подходят в качестве затравки для инициации КЭД каскада.

5. Исследована применимость модели непрерывных радиационных потерь в
задаче о движении электрона в постоянном, однородном магнитном поле.
Продемонстрирована применимость данной модели в сильно квантовом ре-
жиме в задаче о движении электрона в постоянном магнитном поле.

6. Получено выражение для эволюции спина в постоянном магнитном поле в
режиме, когда пренебрегать изменением энергии электрона нельзя.

Достоверность результатов:
Результаты, полученные аналитически, сравнивались с численным моделиро-

ванием пакетами QUILL [37] и SMILEI [89], которые в свою очередь были много-
кратно проверены на известных задачах. Результаты, полученные программами,
созданными автором данной работы, также согласуются с результатами других
групп, аналитическими решениями и известными экспериментальными резуль-
татами.
Личный вклад автора:

Автор самостоятельно разработал и протестировал программу для исследо-
вания спиновой динамики, разработал блок программы, учитывающий полевую
ионизацию и добавил его в пакет QUILL, занимался выводом выражения для
магнитного поля и времени взаимодействия, получал оценки для синхротрон-
Черенковского излучения для электронов и для мюонов. Занимался разработкой
и тестированием ионизационного блока программы. Получал численные резуль-
таты для скорости роста каскада во вращающемся поле.
Краткое содержание диссертации

В первой главе, в разделе 2.2 рассматривается задача о взаимодействии ла-
зерного импульса с летящим навстречу пучком электронов и взаимодействие та-
кого же пучка электронов с магнитным полем в течении некоторого времени. По-
лучено соответствие между величиной магнитного поля, длительностью взаимо-
действия и параметрами лазерного импульса, а именно длительностью импульса,
частотой и амплитудой поля, при котором энергетические спектры электронов в
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обоих случаях совпадали. В подразделе 2.2.1 рассматривается одномерное урав-
нение Больцмана, записывается его решение в операторном виде и обсуждается
применимость приближения Фоккера-Планка, когда электрон излучает много
фотонов и энергия фотона много меньше энергии электрона. В подразделе 2.2.2
выводятся формулы для связи между магнитным полем, временем взаимодей-
ствия и характеристиками лазерного поля в приближении Фоккера-Планка. В
подразделе 2.2.3 обсуждается работа кода Scintillans,который решает одномер-
ное уравнение Больцмана в постоянном магнитном поле. Приводится числен-
ное представления для функции распределения и алгоритм решения уравнения
Больцмана. В подразделе 2.2.4 приводится сравнения моделирования PIC-кодом
и работы кода Scintillans. Моделирование одномерного уравнения Больцмана в
постоянном магнитном поле и расчеты с лазерным полем PIC дают приемлемое
согласие. Подраздел 2.2.5 посвящен обсуждению результатов.

Раздел 2.3 посвящен исследованию излучения фотона ультрарелятивистской
заряженной частицей в чрезвычайно сильном магнитном поле с учетом поля-
ризации вакуума и эффекта отдачи. В подразделе 2.3.1 выводятся выражения
для излученной энергии в интегральном виде. Подчеркивается важность синхро-
низма между волной и частицей для процесса излучения, вводятся характерные
времена выхода частицы из синхронизма за счет кривизны траектории (попе-
речное время) и за счет разности фазовой скорости волны и скорости частицы
(продольное время). В подразделе 2.3.2 добавляется показатель преломления.
Обсуждаются приближения, в которых формулы справедливы, приводятся вы-
ражения для квантовой и классической мощностей излучения с учетом показате-
ля преломления. Обсуждается почему условие для модификации синхротронного
спектра более строгое, чем кажется из простых оценок. А именно, не достаточно
просто выполнить условие черенковского синхронизма, также требуется сделать
”продольное” время намного меньше ”поперечного” времени за счет показателя
преломления. Подраздел 2.3.3 посвящен обсуждению времени (длины) формиро-
вания излучения. Получено выражения для длины формирования синхротрон-
черенковского излучения для разных соотношений продольного и поперечного
времени. Приводится два расчета кодом jE, использующим формулы для из-
лучения с наличием искусственного показателя преломления для демонстрации
синхротронного и черенковского режимов. В подразделе 2.3.4 приводятся ана-
литические оценки и показано, почему для электронов наблюдение показателя
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преломления невозможно. Также приводятся оценки для мюонов и показано,
что мюоны являются перспективными для исследования влияния показателя
преломления на синхротронные спектры. Это объясняется тем, что мюоны бо-
лее тяжелые, кривизна их траектории меньше, и выполнить условие на малость
продольного времени проще. Для мюонов поляризация вакуума приводит к уси-
лению максимума спектра излучения на 10% уже при χ ≈ 30.

Во второй главе рассматривается ионизационная инициация КЭД каскада
в результате столкновения двух лазерных импульсов, распространяющихся в об-
ласти, заполненной инертным газом. Также выводится выражения для скорости
роста каскада во вращающемся электрическом поле.

Раздел 3.2 целиком посвящен ионизационной инициации каскадов. В подраз-
деле 3.2.1 строится численная модель ионизации, выводится феноменологиче-
ская формула для скорости полевой ионизации атомов в виде кусочно заданной
функции, справедливая для всех необходимых напряженностей электрического
поля. Подраздел 3.2.2 посвящен численному моделированию, приводятся резуль-
таты моделирования для всех сортов благородных газов. Результаты модели-
рования показывают, что более тяжелые газы дают больший выход электрон-
позитронных пар в каскаде. В подразделе 3.2.3 обсуждаются результаты и спра-
ведливость пренебрежения процессами ударной ионизации и фотоэлектрического
эффекта.

В разделе 3.3 выводится выражение для скорости роста каскада. В подразделе
3.3.1 рассматривается кинетическая модель, приводятся выражения для вероят-
ностей рождения пары и излучения. В подразделе 3.3.2 дается решение урав-
нений Больцмана во вращающемся электрическом поле и в приближении, что
излучение можно описывать через силу реакции излучения. В подразделе 3.3.3
выведено выражения для скорости роста каскада, приведено сравнение с други-
ми работами. Подраздел 3.3.4 посвящен обсуждению результатов и сравнению
аналитики с моделированием PIC.

В третей главе обсуждается модель НРП и ее применимость, рассматрива-
ется динамика электрона, движущегося в постоянном магнитном поле, с учетом
радиационных эффектов и спиновых степеней свободы. В разделе 4.1 обсужда-
ется модель НРП и ее область применимости. В разделе 4.2 приводятся общие
уравнения для описания динамики электрона во внешнем электромагнитном по-
ле, обсуждается радиационная и нерадиационная поляризация. В разделе 4.3
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аналитически решается задача о движении электрона в постоянном магнитном
поле, приводится выражение для эволюции вектора поляризации во времени.
Раздел 4.4 посвящен численному моделированию обсуждаемой в данной главе
задачи. Приводится численный алгоритм для описания движения электрона во
внешнем электромагнитном поле, а также описывается метод учета радиацион-
ных эффектов. Приводится несколько результатов моделирования для проверки
правильности работы алгоритма. Получено хорошее согласие с аналитическим
решением, полученным в разделе 4.3. В разделе 4.5 приводятся результаты моде-
лирования для больших χ, результаты моделирования сравниваются с моделью
НРП для этой области параметров, которая также приводится в этом разделе.
Для задачи о постоянном магнитном поле получено хорошее согласие даже в
области χ = 100. Раздел 4.6 представляет собой заключение, где обсуждаются
результаты и перспективы дальнейшего исследования.
Структура и объем диссертации Диссертация состоит из введения, трех
глав, заключения, списка публикаций по диссертации и списка цитируемой ли-
тературы. Общий объем диссертации составляет 143 страницы, включая 26 ри-
сунков, 2 таблицы, список литературы из 166 наименований на 17 страницах и
список публикаций по диссертации на 2 страницах.
Апробация результатов работы

По теме диссертации опубликовано 12 работ, в том числе 6 статей [A1-A6] в
изданиях, индексируемых в базе Web of Science и 6 работ в трудах конференций
[A6-A12].

Основные результаты диссертации докладывались на семинарах отделения
нелинейной динамики и оптики ИПФ РАН, а также на следующих конференциях:

1. Артеменко И.И., Костюков И.Ю., Неруш Е.Н. «Синхротрон-Черенковское
Излучение в вакууме», Нелинейные волны-2018, XVIII научная школа, 26
февраля – 4 марта 2018 года, Нижний Новгород.

2. Артеменко И.И., Костюков И.Ю., Неруш Е.Н. «Излучение ускоренных элек-
тронов в синхротрон-черенковском режиме». Радиофизическая конферен-
ция 2018 17 мая 2018 года, Нижний Новгород, ННГУ.

3. Артеменко И.И., Костюков И.Ю., Неруш Е.Н. «Излучение ускоренных элек-
тронов в поляризованном вакууме». Двадцать третья научная конференция
по радиофизике 2019, 13 мая 2019 года, Нижний Новгород, ННГУ.
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4. Артеменко И.И., Костюков И.Ю., Неруш Е.Н. "Синхротрон-Черенковское
излучение в вакууме". Нелинейные волны-2020, XIX научная школа, 29
февраля - 4 марта 2020 года, Нижний Новгород.

5. Артеменко И.И., Костюков И.Ю., Неруш Е.Н. «Новые методы ускорения
частиц и экстремальные состояния материи», межинститутский онлайн-
семинар, 5 июля 2020 - 22 сенятября 2020.

6. Артеменко И.И., Костюков И.Ю., Неруш Е.Н. "Численное моделирование
спиновых эффектов при взаимодействии пусков с эм полями". Нелинейные
волны-2022, XIX научная школа, 7 - 13 ноября 2022 года, Нижний Новгород.

Положения выносимые на публичную защиту:

1. В приближении Фоккера-Планка спектры электронов, взаимодействующих
с лазерным полем, могут быть получены заменой лазерного поля на неко-
торое постоянное магнитное поле, действующее в течении определенного
времени взаимодействия. Полученное соответствие между магнитным и ла-
зерным полями и между длительностью лазерного поля и длительностью
взаимодействия с постоянным магнитным полем справедливо за пределами
применимости приближения Фоккера-Планка.

2. Изменения в спектре фотонов, излучаемых электроном, движущемся в по-
стоянном магнитном поле, за счет действительной части вакуумного пока-
зателя преломления, индуцированного этим полем, становятся существен-
ными в области, где теория возмущений несправедлива. Использование
мюонов более перспективно для экспериментального наблюдения влияния
действительной части показателя преломления вакуума на радиационные
спектры.

3. Тяжелые инертные газы перспективнее для использования в качестве за-
травки для развития КЭД каскада. Это объясняется высоким потенциалом
ионизации нижних оболочек, из-за которого электроны с этих оболочек по-
падают в результате ионизации сразу в область сильного поля.

4. Модель непрерывных радиационных потерь (НРП) применима на време-
нах, существенно превышающих характерное время диссипации энергии
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для квазиклассического режима. В сильно квантовом режме, как показы-
вает моделирование для постоянного магнитного поля, модель НРП дает
качественное описание динамики системы.
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2 КЭД эффекты высших порядков в процессах
излучения и приближение эффективного посто-
янного поля

2.1 Введение к главе

В данной главе рассматривается приближение постоянного магнитного поля и
влияние вещественной части показателя преломления поляризованного вакуу-
ма на спектр излучения электронов и мюонов в постоянном магнитном поле.
В первую очередь рассматривается задача о взаимодействии пучка электронов
с лазерным импульсом. Исследование такой системы и вычисление, например,
спектров электронов и фотонов, очень сложно с точки зрения аналитики и зача-
стую приходится прибегать к использованию численного моделирования. Самым
широко используемым алгоритмом для расчета подобных задач является метод
PIC (particle in cell, метод частиц в ячейках). Моделирование PIC реалистичных
задач может занимать дни и недели. Существует однако альтернативный под-
ход, рассмотренный в работе [90]. Суть этого подхода в замене лазерного поля
на глобальное магнитное поле такой величины и длительности, что получаемые
спектры излучения и спектры электронов будут одинаковые. Это позволяет не
прибегать к сложным и длительным расчетам для подобных задач, а также по-
лучить аналитическое решение.

Как известно, при движении в вакууме в сильном внешнем магнитном (элек-
тромагнитном) поле, ультрарелятивистский электрон излучает синхротронное
излучение. Этот эффект хорошо исследован аналитически [10] и эксперимен-
тально. Однако, при достаточно сильных полях и высоких энергиях частиц, а
именно, когда квантовый параметр перестает удовлетворять условию χ ≪ 1, в
силу вступают квантовые эффекты и характер излучения существенно меняет-
ся. Одним из таких эффектов является эффект отдачи, суть которого в том, что
когда параметр χ ≳ 1, энергия излученного фотона ℏω того же порядка, что и
энергия электрона и спектр фотонов должен быть ограничен энергией электрона.

При достаточно больших полях и высоких энергиях электрона, внешнее элек-
тромагнитное поле может рассматриваться как некоторая анизотропная среда
для излученного фотона [58]. При определенных усовиях такой показатель пре-
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ломления может сильно изменить спектр излучения.

2.2 Приближение постоянного магнитного поля в задаче

об излучении заряженной частицы в лазерном поле

2.2.1 Уравнения Больцмана и приближение Фоккера-Планка

В работе [12] было показано, что если энергия электронов остается достаточно
большой в процессе столкновения, то траектории электронов меняются незначи-
тельно и можно их считать прямыми. Также будем предполагать, что попереч-
ный размер пучка мал по сравнению с пятном лазера и мы пренебрегаем коллек-
тивными эффектами в плазме. В этом случае реакция излучения описывается
одномерным уравнением Больцмана:

∂tfe(t, γ) = −Ufe(t, γ) +
∫ ∞

γ

fe(t, γ
′)w(γ′ → γ)dγ′, (9)

где w0(γ
′ → γ)dγdt есть вероятность, что электрон с энергией γ′ за интервал вре-

мени dt излучит фотон, и энергия конечного электрона будет лежать в интервале
(γ, γ+dγ) с бесконечно малыми dt, dγ. Здесь и далее γ = ε/mc2 есть Лоренц фак-
тор электрона, а ε ее энергия. В правой части уравнения (9) должно быть еще
одно слагаемое, связанное с рождением электрон-позитронных пар, но для χ ≲ 1

этим слагаемым пренебрегается. Заметим, что описание распределения уравне-
нием (9) возможно, поскольку вероятность излучения w определяется только
величиной локального поля [91] и интерференции с излученными фотонами не
происходит. Здесь U есть полная вероятность излучения в единицу времени

U =

∫ γ

0

w0(γ → γ′)dγ′. (10)

Вероятность излучения фотона зависит от поля, которое меняется во времени
вдоль траектории электрона. Общее решение уравнения (9) имеет вид

fe(t) = T̂ exp

[∫ t

0

Âdt′
]
fe(0), (11)

где линейный оператор Â есть правая часть уравнения (9) и T̂ есть оператор
временного или хронологического упорядочивания. Аналогичный оператор ис-
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пользуется в КЭД [91] и определяется следующим образом. Пусть у нас есть два
оператора Â(t1) и B̂(t2), тогда

T̂ (Â(t1)B̂(t2)) =

Â(t1)B̂(t2), если t1 > t2,

B̂(t2)Â(t1), если t1 < t2.
(12)

Возникает идея использовать U и w для некоторого внешнего постоянного
магнитного поля и некоторого времени взаимодействия вместо величин U ∗ и w∗,
усредненных по лазерному полю. Соответствие случая постоянного магнитного
поля и лазерного поля, дающее одну и ту же функцию распределения электронов
(приближение глобального постоянного поля, далее ПГПП) можно строго оправ-
дать в приближении Фоккера-Планка (далее ФП). В приближении ФП [92, 93],
когда энергия каждого отдельного фотона мала, а каждый электрон излучает
много фотонов, результирующий спектр фотонов не зависит от формы функции
w0(γ

′ → γ), а только от её первого и второго момента. Таким образом, можно лег-
ко найти параметры для ПГПП, приводящие к той же функции распределения,
как и для лазерного поля.

2.2.2 Приближение постоянного глобального поля в приближении
Фоккера-Планка

Из выражений (8) и (4) легко видеть, что когда квантовый параметр χ ≪ 1

(что соответствует классическому режиму), спектр определяется критической
частотой ωc = χγmc2/ℏ. Следовательно, ширина и средняя энергия излучаемого
фотона порядка ℏωc [10]. В то же время, полная вероятность излучения в единицу
времени U ≈ α/trf , где trf ≈ mc/F есть время формирования излучения, где F
это модуль поперечной силы Лоренца (подробнее см. подраздел 2.3.3). Электрон
излучает 1 фотон за время порядка trf/α, заметим также, что в классическом
режиме ℏω ≪ mc2γ.

Можно перейти от дифференциального уравнения (9) к рассмотрению излу-
чения фотонов как некоторого стохастического процесса [94]. Энергия электрона
уменьшается каждый раз, когда происходит излучение, а конечная энергия элек-
трона есть его разница начальной энергии и энергии фотона. В приближении
ФП, если число излученных фотонов достаточно большое и энергия излученных
фотонов мала, разные акты излучения можно рассматривать как независимые
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случайные события и применять центральную предельную теорему (ЦПТ). Т.е.
среднее уменьшение энергии электрона и квадрат стандартного отклонения есть
сумма для индивидуальных излучений фотона. Критическая частота пропор-
циональна F , следовательно, для излучения одного фотона его средняя энергия
µi ∝ F и разброс распределения по энергиям σi ∝ F . Вспоминая, что U ∝ ωc ∝ F

и заменяя сумму на интеграл мы получаем:

µ =
N∑
i=1

µi ∼
∑
∆t

U µi∆t ∝
t∫

0

F 2(t′)dt′, (13)

σ2 =
N∑
i=1

σ2i ∼
∑
∆t

U σ2i∆t ∝
t∫

0

F 3(t′)dt′, (14)

где µ есть математическое ожидание и σ2 есть дисперсия.
Эти уравнения позволяют найти такую величину постоянного внешнего маг-

нитного поля, что для данного лазерного поля величины µ и σ совпадают с
соответствующими величинами для лазерного поля. Заметим, что в рассмотрен-
ном выше случае предполагается, что каждый электрон излучает одинаковое
количество фотонов.

Чтобы вычислить параметры ПГПП, нужно рассмотреть два случая. Про-
хождение электроном через магнитное поле B0 так, что F = eB0 в течении
интервала τ и прохождение электронного пучка через лазерный импульс дли-
тельностью xL/c. Лазерный импульс выбирается таким, что электрическое поле
в нем

E = E0 cos2
(
πξ

2xL

)
cos(kLξ), (15)

а магнитное поле B = E, где ξ = x − ct, kL = ωL/c, ωL лазерная частота
и xL есть полная ширина на уровне половины электрического поля (FWHM).
Если в начале электрон находился в точке x(0) = xL, то полное прохождение
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электронным пучком импульса соответствует интервалу t ∈ [0, xL/c] и

F ≈ 2eE0 sin2
(
πct

xL

)
cos(kLxL − 2ωLt). (16)

Рассматривая одну и туже начальную энергию электрона, можно вычислить µ
и σ для случаев F = eB0 и для случая (16)

τ

(
B0

E0

)2

=
3

4

xL
c
, (17)

τ

(
B0

E0

)3

=
40

6π

xL
c
, (18)

откуда получаем

B0 =
40

9π
E0,

τ =
243π2

6400

xL
c
,

(19)

где предполагается, что xL ≫ 2π/kL.

2.2.3 Численное моделирование уравнения Больцмана в постоянном
магнитном поле

Для численного решения уранения Больцмана в постоянном магнитном поле ис-
пользуется код [95], который решает уравнение Больцмана с учетом электронов
и фотонов [12,27]

∂tfe = −Ufe +
∫ ∞

γ

fe(γ
′)w(γ′ → γ) dγ′, (20)

∂tfph =

∫ ∞

γ

fe(γ
′)w(γ′ → γ′ − γ) dγ′. (21)

Для этого используется следующее численное представление:
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∂tf = Âf, (22)

f =

(
fe

fph

)
, (23)

Â =

(
Â00 Â01

Â10 Â11

)
, (24)

где fe и fph — векторы-столбцы, представляющие электронную и фотонную функ-
ции распределения на интервалах энергии [γa, γb] и [0, γb − γa]:

fe =


fe(γa)

fe(γa +∆γ)
...

fe(γb)

 (25)

fph =


fph(0)

fph(∆γ)
...

fph(γb − γa)

 (26)

каждый из столбцов содержит n узлов. Здесь ∆γ = (γb − γa)/(n − 1). Исполь-
зование разных, но согласованных интервалов энергии для распределения элек-
тронов и фотонов функций особенно полезно в классическом режиме, где можно
выбрать γb − γa ≪ γb.

Элементами блочной матрицы Â являются матрицы Â00 = −Û + Ŵ , Â01 =

Â11 = 0̂ (нулевая матрица) и Â10. матрицы Û , Ŵ и Â10 определяются следующим
образом. Во-первых,

Ŵ =


w0→0 w1→0 w2→0 w3→0 · · ·
0 w1→1 w2→1 w3→1 · · ·
0 0 w2→2 w3→2 · · ·
0 0 0 w3→3 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

 , (27)

где wk→l = w(γa + k∆γ → γa + l∆γ). Заметим, что переходы в состояния с
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отрицательными индексами (например, w0→−1) не учитываются, считается, что
весь спектр электронов лежит в области от γa до γb. Таким образом, предпола-
гается, что γa настолько мало, что испускание фотона для электронов с γa или
пренебрежимо мало, или электронов с энергией γa почти нет. Тогда матрица Û
является диагональной матрицей, где диагональные элементы вычисляются как
суммы в соответствующих столбцах Ŵ . Чтобы вычислить Â10, мы переставляем
элементы в столбцах Ŵ :

Â10 =


w0→0 w1→1 w2→2 w3→3 · · ·
0 w1→0 w2→1 w3→2 · · ·
0 0 w2→0 w3→1 · · ·
0 0 0 w3→0 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

 . (28)

Сингулярное поведение w(γ → γ′) (функция стремится к бесконечности, если
γ′ стремится к γ) здесь не важно, поскольку эволюция fe определяется распре-
делением мощности излучения (γ − γ′)w(γ → γ′), которая не имеет особенно-
стей. Таким образом, в численном приближении достаточно разрешить неболь-
шой масштаб около критической частоты (в классическом пределе) или около
некоторой доли γ (в квантовом пределе). По той же причине здесь используется
wk→k = 0.

Уравнения (20) и (21) можно решать методом Эйлера.

f(t) = exp(Ât)f(0), (29)

exp(Ât) ≈ (1̂ + Â∆t)p, (30)

где p = [t/∆t] и 1̂ единичная матрица. Вычисление (30) можно выполнить с
помощью алгоритма быстрого возведения в степень, который имеет сложность
O(log p).

Наконец, (29) и (30), так же как и исходные уравнения Больцмана (20) и (21),
сохраняют число электронов и общую энергию. А именно, умножение (1̂+Â00∆t)

и fe не изменяют число электронов,

∑
k,l

(1̂ + Â00)kl(fe)l =
∑
k,l

[1̂ + (Ŵ − Û)∆t]kl(fe)l =
∑
l

(fe)l ≡ Ne, (31)
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потому что Û вычисляется из Ŵ и сумма по любому столбцу Â00 равна нулю.
Тогда изменение общей энергии, вызванное умножением на (1̂+Â∆t) равно нулю,∑

k,l

[(γa + k∆γ)(A00)kl + k∆γ(A10)kl] (fe)l∆t = 0, (32)

потому что суммирование по k дает

n−1∑
k=0

k [(A00)kl + (A10)kl] = −Ulll +
l∑

k=0

(wl→k + wl→(l−k))k =

=

(
l∑

k=0

wl→(l−k) − Ull

)
l +

l∑
k=0

[
kwl→k − (l − k)wl→(l−k)

]
= 0.

(33)

Поэтому, несмотря на свою простоту, Scintillans обеспечивает быстрое и до-
статочно точное численное решение уравнения Больцмана для электронов и фо-
тонов в постоянном магнитном поле.

2.2.4 ПГПП в приближении ФП и за его пределами: сравнение с PIC
моделированием

Чтобы проверить ПГПП, было проведено трехмерное моделирование столкнове-
ния электронного пучка с лазерным импульсом с помощью PIC-кода QUILL [37].
В этом коде, для учета излучения фотонов, был добавлен блок программы, осно-
ванный на методе Монте-Карло (далее МК) [27,96]. При моделировании задается
продольная форма лазерного импульса аналогично выражению (15), но введена
поперечная огибающая с полуширинами по осям y и z равными ys и zs соответ-
ственно. Длительность xL/c, амплитуда лазерного импульса, а также начальная
энергия электрона γ0, варьировались так, чтобы получить различные режимы
реакции излучения. Время взаимодействия выбирается так, чтобы обеспечить
полное прохождение всех электронов через лазерный импульс. Полный радиус
электронного пучка (2λL) намного меньше, чем поперечный размер лазерного
импульса (ys = zs = 13.4λL), где λL = 2πc/ωL = 1 мкм есть длина волны лазера.

Результаты PIC моделирования для начальной энергии электрона ε0 = 920

МэВ и a0 = 16.5 показаны на рисунке 1 светлыми "шумными"линиями. Макси-
мум квантового параметра в этом случае достигал χ ≈ 0.07. Для xL = 82λL ≫
ctrf/α (xL/c = 270 фс, trf/α ≈ 4.4 фс.) применимо приближение ФП. В соответ-
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Рис. 1: Спектры частицы, получаемые в результате столкновении лазерного
импульса с электронным пучком для различных длительностей импульса, вы-
численные в PIC моделировании (красные линии) и аналогичные спектры, по-
лученные из уравнений Больцмана в ПГПП (черные кривые). Магнитное поле
и время взаимодействия с полем вычисляются согласно уравнениям (19), где
χ = 0.1 для ПГПП. Линии 1, 2 и 3 изображают спектры электронов, а гра-
фики (b), (c) и (d) изображают энергетические спектры фотонов для лазерных
импульсов с длительностью 270, 68 и 17 фс соответственно. Зеленая кривая 1
показывает результат работы PIC кода для лазерного импульса без дифракции.
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ствии с центральной предельной теоремой, в этом случае электронный спектр
близок к гауссовому распределению (см. ”шумная” красная кривая 1 на рисунке
1 1(a)). Соответствующий энергетический спектр фотонов γfph(γ) показан крас-
ной линией на рисунке 1(b). Точно так же электронные спектры для лазерных
импульсов с длительностью в 4 и 16 раз меньше (xL/c = 68 и 17 фс соответ-
ственно) показаны красными линиями 2 и 3 на рисунке 1(a), а соответствующие
энергетические спектры фотонов показаны на рисунках 1(c) и (d). Обратите вни-
мание, что для коротких лазерных импульсов электрон испускает слишком мало
фотонов, что не позволяет использовать приближение ФП и ЦПТ [92].

Результаты полученные кодом Scintillans в ПГПП показаны на рисунке 1
черными линиями. Уравнения (19) использовались для нахождения постоянного
магнитного поля и времени взаимодействия. Таким образом, черные линии 1, 2
и 3 на рисунке 1(a) являются спектрами электронов, а на рисунках 1(b), (c) и (d)
- распределение фотонов по энергиям γfph(γ) для B0 = 250 kT и τ = 102, 26 и
6.4 фс соответственно. Эти параметры дают B0/Bcr = 5.6×10−5, для начального
значения χ = 0.1 и времени испускания фотона trf/α = 3.1 фс.

При моделировании кодом Scintillans, а также в моделировании PIC, функция
распределения электронов нормирована одинаковым образом:∫ ∞

0

fe(ϵ) dϵ = 1. (34)

Стоит заметить, что параметры моделирования кодом Scintillans для темной
кривой 1 на рисунке 1(a) такие же, что и для средних кривых на рисунке 10(c)
в работе [92], с той лишь разницей, что в данном случае используется моноэнер-
гетический электронный пучок с нулевой температурой. Тем не менее, кривая
на рисунке 1(a) лежит довольно близко к соответствующим кривым из работы
[92], что указывает на хорошее согласие между симуляциями на Scintillans и на
SMILEI.

Для самого длинного лазерного импульса было выполнено дополнительное
моделирование PIC, в котором лазерное поле определяется аналитически в фор-
ме (15), без поперечной огибающей и следовательно, без дифракции. Резуль-
тирующий электронный спектр (зеленая ступенчатая линия 1 на рисунке 1(a))
близок к спектру, полученному в ПГПП. Расхождение между красной и черной
линиями 1 на рисунке 1(a), вызвано дифракцией лазерного импульса. Резуль-
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таты моделирования без дифракции (поля заданы аналитически), представлены
ступенчатой зеленой кривой 1, которая хорошо ложится на черную кривую 1 (см
рисунок 1(a)). Таким образом, из рисунка 1 можно сделать вывод, что электрон-
ные и фотонные спектры могут быть хорошо описаны в ПГПП в классическом
пределе, если применимо одномерное уравнение Больцмана, даже если количе-
ство излучаемых фотонов невелико.

Такое хорошее совпадение спектров электронов и фотонов, рассчитанных в
постоянном магнитном поле и в поле лазера, говорит о том, что следует рассмот-
реть ПГПП в области умеренных значений χ ∼ 1. Для этого следует исполь-
зовать достаточно короткие лазерные импульсы, xL ≲ trf/α, иначе электроны
теряют почти всю начальную энергию, что делает приближение ФП непримени-
мым. Важно отметить, что при χ ≳ 1 процесс рождения электрон-позитронных
пар (который не учитывается в коде Scintillans) и последующая эмиссия фото-
нов вторичными электронами и позитронами, также делает используемый под-
ход неприменимым. В описанных ниже симуляциях xL/c = 17 фс и ε = 2.76 ГэВ
(γ = 5400). Берется разная амплитуда лазерного импульса для получения раз-
личных значений χ.

На рисунке 2 результаты моделирования PIC показаны красными линиями, а
решения уравнения Больцмана в ПГПП, полученные с Scintillans, показаны чер-
ными. Кривые на левой колонке изображают спектр электронов fe(γ), тогда как
правый столбец есть энергетические спектры фотонов γfph(γ). Графики 2 (a-f)
соответствуют a0 = 16.5, 33 и 66 соответственно. В ПГПП это дает начальный
квантовый параметр χ0 = 0.3, 0.6 и 1.2. С увеличением напряженности магнит-
ного поля время испускания фотона уменьшается (trf/α = 3.1, 1.6 и 0.8 фс при
τ = 6.4 фс), количество фотонов, испускаемых электроном, увеличивается, и
распределение электронов прижимается к более низким энергиям.

С экспериментальной точки зрения средняя энергия электронов

⟨ε⟩ =
∫ ∞

0

εfe(ε) dε×
[∫ ∞

0

fe(ε) dε

]−1

(35)

и полная энергия гамма-квантов характеризуют взаимодействие [14,97]. Эти ве-
личины связаны законом сохранения энергии, и для того, чтобы характеризовать
электронные и фотонные пучки можно использовать, например, среднюю энер-
гию электрона ⟨ε⟩ и число фотонов nγ с энергией выше некоторой (в представлен-
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Рис. 2: Распределение электронов по энергиям (левая колонка) и спектры фото-
нов (правая колонка) при столкновении лазерного импульса с пучком электронов
посчитанные, используя PIC-MC (красные кривые) и решая уравнение Больц-
мана с ПГПП (черные кривые). Амплитуда лазера меняется так, что в ПГПП в
начале χ = 0.3 для графиков (a), (b), χ = 0.6 для графиков (c), (d) и χ = 1.2
для (e), (f).
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Таблица 1: Средняя энергия электронов и число фотонов (на электрон) с энер-
гией > 100 МэВ для результатов моделирования, представленных на рисунках 1
и 2.

Figure ⟨εe⟩PIC [МэВ] ⟨εe⟩Sc[МэВ] nγ,PIC nγ,Sc
1(a), 1 391 248 0.57 0.83
1(a), 2 674 667 0.57 0.58
1(a), 3 845 845 0.18 0.20
2(a-b) 2347 2335 1.02 0.96
2(c-d) 1813 1807 2.10 1.91

2(e-f) 1037 1055 3.66 3.25

ных счетах обрезка сделана на 100 МэВ, см. таблицу 1), нормированное на число
электронов, которые приведены в таблице 1 для всех результатов моделирова-
ния, изображенных на рисунках 1 и 2. В таблице 1 результаты моделирования
PIC-MC отмечены как PIC, а результаты моделирования кодом Scintillans - как
"Sc". Первый ряд таблицы включает результаты моделирования PIC с учетом
дифракции лазерных импульсов (красная линия 1 на рисунке 1(a)).

Заметим, что для параметров рисунков 2(a)-(f) нарушаются почти все пред-
положения в которых были получены уравнения (19). А именно, спектр излуче-
ния не определяется только классической синхротронной формулой и критиче-
ской частотой ωc. Уже при χ ≈ 0.2 мощность излучения составляет всего 1/2

от рассчитанной по формуле из классической электродинамики [91]. Кроме то-
го, центральная предельная теорема неприменима, поскольку количество излу-
ченных фотонов мало, и последовательные события испускания фотонов нельзя
считать независимыми (после излучения первого фотона, энергия электрона за-
метно изменится, что скажется на излучении второго фотона). Таким образом,
достаточно хорошее совпадение решений уравнения Больцмана в ПГПП и ре-
зультатов моделирования PIC с переменным лазерным полем показывают, что
можно найти более корректное соотношение чем (19).

2.2.5 Заключение к подглаве

В данной главе рассматривалось приближение Фоккера–Планка (ФП), когда чис-
ло излучаемых фотонов на один электрон велико, а энергия отдельных фотонов
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мала. Рассматривались две ситуации: излучение фотонов электронами в постоян-
ном магнитном поле и излучение фотонов электронами при прохождении пучка
этих электронов через лазерный импульс. Получающиеся электронные спектры
одинаковы в обеих задачах, если параметры задач соотносятся согласно (19).
Таким образом, в приближении ФП можно вычислять электронные спектры в
приближении глобального постоянного поля (ПГПП) вместо использования пе-
ременного лазерного поля. Стоит заметить, что ПГПП может быть оправдан
также в сверхкритическом режиме χ≫ 1 [54].

Моделирование PIC демонстрирует, что установленное соответствие (19) мо-
жет быть использовано далеко за пределами применимости приближения ФП.
А именно, электронный спектр, рассчитанный в ПГПП, хорошо согласуется со
спектром, рассчитанным в лазерном поле для χ ≈ 1 (это значит, что энергия
излученного фотона сравнима с энергией электрона) или для малого количества
излучаемых фотонов. Более того, спектры испускаемых фотонов в постоянном
магнитном поле и в поле лазера в этих режимах достаточно хорошо совпадают
друг с другом.

В ПГПП электронные и фотонные спектры могут быть эффективно вычис-
лены из одномерных уравнений Больцмана, для чего разработан открытый код
Scintillans [95]. Код точно сохраняет число электронов и суммарную энергию
частицы. Очевидно, что в одномерных уравнениях Больцмана не учтены ни ди-
фракция импульсов, ни расталкивание электронов в пучке. Однако упомянутые
эффекты, как правило, малы и ими можно пренебречь для типичных параметров
взаимодействия лазерного импульса с электронным пучком.

Теоретический анализ реакции излучения в лазерных полях, т.е. анализ эф-
фекта стохастичности – довольно сложная задача и часто требует численного
моделирования [92, 93, 98, 99]. Полученные выражения (19) позволяют исследо-
вать аналитически процессы в лазерных полях, не прибегая к численному моде-
лированию.

В контексте недавнего экспериментального исследования реакции излуче-
ния [14, 97] ПГПП тоже может быть полезным. Моделирование Scintillans за-
нимает всего несколько секунд, тогда как PIC моделирование может занимать
минуты и часы, следовательно, поиск оптимальных экспериментальных пара-
метров [100] гораздо проще с использованием ПГПП. Кроме того, в опытах где
спектр электронов известен до и после столкновения [14], можно найти амплиту-
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ду и длительности лазерного импульса, сравнивая экспериментальные результа-
ты с результатами моделирования Scintillans для большой области параметров.
Такое сравнение может позволить избежать экспериментальных неопределенно-
стей и четко различать в каком режиме реакции излучения мы работаем.

2.3 Учет показателя преломления в задаче об излучении

заряженной частицы

2.3.1 Синхронизм между волной и током в классической электро-
динамике

Излучение ультрарелятивистской заряженной частицы при n = 1 хорошо из-
вестно, а выражения для спектров можно найти во многих учебниках, например
в [101]. Однако эти расчеты часто трудно распространить на случай n ̸= 1 из-за
членов, которые могут быть сингулярны для черенковского излучения. В клас-
сической электродинамике ключевой особенностью процесса излучения является
синхронизм между излучающим током и испускаемой волной. Для начала полу-
чим общие формулы для углового и спектрального распределения излучаемой
энергии в более удобной форме. Выражения здесь пишутся для случая n = 1,
однако в той форме, в которой они получены здесь, их легко обобщить на случай
n ̸= 1, если δn≪ 1. Здесь и далее рассматривается только действительная часть
показателя преломления.

Будем рассматривать излучение электромагнитных волн плотностью тока j

внутри виртуального сверхпроводящего прямоугольного ящика (резонатора или
полости) размером Lx × Ly × Lz. Излучаемое поле можно разложить по ком-
плексным модам резонатора с хорошо известной синусоидальной структурой в
пространстве и структурой во времени exp(−iωst):

E =
∑
s

CsEs, B =
∑
s

CsBs, (36)

где s есть номер обобщенной моды, а ωs циклическая частота моды, E и B —
электрическое и магнитное поля соответственно. Выберем моды ортогонально,
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используя следующую нормировку:

1

8π

∫
V

(EsE
∗
l +BsB

∗
l ) dV = ℏωsδsl, (37)

где символ ∗ означает комплексное сопряжение. Следовательно, энергия излуча-
емого поля равна

I =
1

8π

∫
V

(EE∗ +BB∗) dV =
∑
s

ℏωs|Cs|2, (38)

и |Cs|2 можно интерпретировать как вероятность излучения фотона с модой s.
Для нахождения коэффициентов Cs, можно начать с уравнений Максвелла:

∇× E = −1
c
∂B
∂t , (39)

∇×B = 1
c
∂E
∂t +

4π
c j, (40)

∇E = 4πρ, (41)

∇B = 0, (42)

где ρ и j — заряд и плотность тока соответственно. Пусть рассматриваемый
ток j излучает в течение t ∈ (t1, t2), а при t < t1 и t > t2 j = 0, ρ = 0. Таким
образом, разложение (36) справедливо при t > t2. Умножим уравнение (39) на B∗

s

и вычтем его из уравнения (40), умноженного на E∗
s. Результат проинтегрируем

по пространству и времени:∫
V

(E∗
sE+B∗

sB) dV

∣∣∣∣t2
t1

+ 4π

∫ t2

t1

∫
V

jE∗
s dV dt =

= c

∫ t2

t1

∮
S

(B× E∗
sE×B∗

s) dS dt,

(43)

где V объем виртуального ящика и S его граница.
Полость можно выбрать достаточно большой, чтобы E(t2) = B(t2) = 0 на

границе, в этом случае правая часть (43) равно нулю. Кроме того, E = B = 0

при t = t1, поэтому из (43), с учетом (36) и (37) получаем:

Cs = − 1

2ℏωs

∫
t

∫
V

jE∗
s dV dt. (44)
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Уравнение (44) имеет вполне понятный физический смысл. Умножив его на
ℏωsC

∗
s , мы получим равенство между энергией, излучаемой в моду s, и работой

тока j на половине поля излучаемой моды. Эта работа максимальна, если до-
стигается синхронизм между током и полем моды. Стоит отметить, что формула
(44) аналогична амплитуде осциллятора, приводимого в действие внешней силой.

Для ультрарелятивистского электрона, который излучает в основном в на-
правлении своего движения, можно упростить вычисление Cs. Во первых, ток
создаваемый таким электроном есть:

j = −evδ(r − r(t)), (45)

где r(t) траектория электрона. Во-вторых, каждая из комплексных мод образо-
вана восемью комплексными плоскими волнами ∝ exp(−iωst+ iksr) (за исклю-
чением нескольких мод с волновым вектором, параллельным границам ящика).
Это дает восемь членов в интеграле по t в (44). Можно заметить, что один из чле-
нов колеблется значительно медленнее, чем другие и, следовательно, они могут
быть отброшены. Например, если kx ≈ ωs/c и x(t) ≈ ct, то член exp[iωt− ikxx(t)]
нельзя отбросить, тогда как член exp[iωt + ikxx(t)] – можно. Пусть оставшийся
член соответствует волне с направлением поляризации es (где e2s = 1). Амплиту-
да этой оставшейся волны, as, может быть найдена из нормировки (37); энергия
волны равна ℏωs/8, следовательно, as = (2πℏωs/V )1/2. Поэтому из уравнения
(44),

Cs = −e
2

√
π

ℏωsV

∫
t

ves exp [iωst− iksr(t)] dt. (46)

Ультрарелятивистская частица испускает фотоны в узкий конус вокруг на-
правления скорости частицы. Таким образом, энергия, излучаемая в определен-
ном направлении, может быть легко вычислена из энергии мод. Плотность мод,
имеющих в разложении плоскую волну в заданном единичном телесном угле в
единичном интервале частот может быть найдена из граничных условий для вир-
туальной сверхпроводящей коробки. Отсюда, полная излучаемая энергия может
быть выражена через излучаемую энергию в единичный частотный интервал и
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Рис. 3: Локальные координаты, используемые в вычислениях. Для заданного
волнового вектора k начало находится на траектории электрона (синяя кривая),
где k перпендикулярен вектору нормали траектории. Поэтому, ось x есть каса-
тельная к траектории, ось y параллельна вектору нормали, а ось z выбирается
по правилу правой руки. Вектор поляризации e1 выбирается вдоль оси y и e2
перпендикулярно e1 и k.

в единичный телесный угол:

I =
∑
s

ℏωs|Cs|2 =

=
ℏV
π3c3

∫ ∫
ω3
∑
e

|Ce|2dωdΩ =

=
e2

4π2c3

∫ ∫
ω2
∑
e

∣∣∣∣∫ ev(t) exp [iωt− ikr(t)] dt

∣∣∣∣2 dω dΩ,
(47)

где ei (i = 1, 2) направления поляризации. Уравнение (47) очень полезно для
оценки временных масштабов излучения и длины формирования излучения син-
хротронного и синхротронно-черенковского излучения, обсуждаемых далее. За-
метим также, что (47) (вопреки (14.65) из [101]) записано в такой форме, что не
содержит членов, пропорциональных 1/(1 − vk/ω), таким образом, его можно
использовать даже в случае точного черенковского синхронизма.

Таким образом, особенностью испускания фотона ультрарелятивистской за-
ряженной частицей является синхронизм между током частицы и излучаемой
волной, как видно из (44), (46) и (47). Фаза экспоненциальной функции в этих
уравнениях в случае n = 1 (отсюда k = ω/c), медленно меняется вблизи точки,
где угол между v и k минимален. Для простоты предположим, что есть только
одна такая точка, и она находится в начале локальной системы координат (см.
рисунок 3) и частица находится в начале координат при t = 0.
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В синхротронном приближение или приближение локально постоянного по-
ля траектория частицы локально описывается круговой орбитой и полностью
определяется локальным радиусом кривизны R и Лоренц фактором γ:

x ≈ R sin(vt/R) ≈ vt− (vt)3

6R2
, (48)

y ≈ R [cos(vt/R)− 1] ≈ −(vt)2

2R
. (49)

Тогда выражение в предэкспоненциальной функции в подынтегральном выра-
жении (47) может быть упрощенно следующим образом:

ve1 ≈ c2t/R, (50)

ve2 ≈ c sin θ, (51)

exp[iωt− ikr(t)] ≈ exp[iϕ(t)], (52)

где фаза ϕ получается аналогично (14.76) и (14.77) из [101] и содержит только
линейные и кубические члены:

ϕ(t) = 2π

[
t

τ∥
+

(
t

τ⊥

)3
]
. (53)

Здесь τ∥ и τ⊥ — времена расфазировки между электроном и излучаемой волной,
связанные с продольным (вдоль оси x) и поперечным (вдоль оси y) движением
электрона соответственно:

τ∥ =
4π

ω(θ2 + 1/γ2)
, (54)

τ⊥ =

(
12πγ2

ω ω2
B

)1/3

, (55)

где для удобства введна эффективная напряженность магнитного поля B так,
что v = ωBR/γ и

ωB =
eB

mc
(56)

есть циклотронная частота в этом поле. Заметим, что τ∥ зависит от v (следова-
тельно, от γ) и не зависит от R, тогда как τ⊥ зависит от R ∝ γ/ωB и не зависит
отдельно от γ.
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Известные соотношения (14.78) и (14.83) из учебника [101], описывающие
угловые и спектральное распределение синхротронных фотонов, можно легко
получить из (47) и (50)-(53). Основная особенность синхротронного спектра —
критическая частота (см. (14.85) в [101]; стоит обратить внимание, что в разной
литературе используется разный числовой коэффициент)

ωc =
3γ3c

R
= 3ωBγ

2. (57)

Энергия, излучаемая на единицу частотного интервала на единицу телесного
угла, d2I/dωdΩ, имеет максимум при θ = 0 и ω ≈ 0.42× ωc.

Если ω ≫ ωc или θ ≫ 1/γ, излучаемая энергия резко стремится к нулю,
что можно объяснить, используя τ∥ и τ⊥. Критическая частота соответствует
τ⊥/τ∥ = 3/(4π)2/3 ≈ 0.56. Если ω сильно больше ωc или если ω ∼ ωc и θ увеличи-
вается за пределы 1/γ, тогда τ∥ становится меньше, чем τ⊥. Следовательно, экс-
поненциальная функция (52), (53) сильно осциллирует, следовательно, синхро-
тронные интегралы стремятся к нулю. Наличие показателя преломления меняет
основное уравнение для вероятности испускания фотона, но она по-прежнему
определяется синхронизмом между излучаемой волной и током заряженной ча-
стицы т.е. через τ∥ и τ⊥, однако выражения для них должны быть перезаписаны
с учетом показателя преломления. Синхронизм – это единственное на что может
влиять показатель преломления при малом δn. Таким образом, чтобы принять
во внимание показатель преломления в классической электродинамике, нужно
только заменить соотношение между частотой фотона и волновым вектором на
k = nω/c в фазе. Модовую структуру, энергию мод и их нормировку можно
считать неизменными.

2.3.2 Выражния для спектров излучения с учетом показателя пре-
ломления

Если следовать квазиклассической теории Байера–Каткова–Страховенко (сокра-
щенно БКС) для вывода спектрального и углового распределения синхротрон-
ных фотонов [7], можно обнаружить, что наличие вакуумного показателя пре-
ломления ничего в нем не меняет, кроме фазы в экспоненциальном множителе.
Стоит заметить, что показатель преломления учитывается вплоть до (2.26) в [7]
(см. также [102]). Однако в теории БКС используются два допущения, о кото-
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рых следует упомянуть. Во-первых, предполагается, что угол между направле-
нием распространения испускаемого фотона и скоростью электрона мал, θ ≪ 1.
Как видно из (70), величина τ∥ уменьшается с увеличением θ если θ ≳ 1/γ (для
1/γ2 ≳ δn) или если θ ≳

√
δn. Уменьшение τ∥ приводит к уменьшению мощности

излучения, следовательно, фотоны излучаются в конус θ ≲ max(1/γ,
√
δn) ≪ 1.

Второе важное предположение теории БКС состоит в том, что ω2 − c2k2 =

0, однако при наличии n ̸= 1 это не так и дисперсионное соотношение будет
другим. Как показано в [7] (см. уравнение (2.26)), появляется дополнительное
слагаемое в фазе, если ω ̸= ck. Этот дополнительный член следует учитывать
для переходного излучения [102]. Экспоненциальная функция в (2.27) из [7] с
этим членом имеет следующий вид (здесь опущены члены с моментом времени
t2 для краткости):

exp

{
iε

ε− ℏω

[
ωt1 − kr(t1)−

ℏ(ω2 − c2k2)t1
2ε

]}
, (58)

где ε энергия электрона. При использовании разложения в ряд Тейлора для кру-
говой траектории электрона, в фазе получается линейный член следующего вида:

iε

ε− ℏω

[
ωt1
2γ2

− ℏ(ω2 − c2k2)t1
2ε

]
. (59)

Таким образом, отношение r̂ второго слагаемого в фазе (59) к старшему линей-
ному члену порядка r̂ ∼ 2γ2δnℏω/ε, что дает r̂ ∼ (2π)−1αχκN(κ) ≲ 4 × 10−4 χ

для электронов и r̂ ∼ (2π)−1αχκN(κ)m/mµ ≲ 2× 10−6 χ для мюонов (здесь ис-
пользуются (85) и (86)). Стоит обратить внимание, что оценка приведенная здесь
справедлива даже для диапазона ℏω/ε ≲ 1/χ ≪ 1, где показатель преломления
в вакууме максимален. Поэтому значение χ, для которого параметр разложе-
ния в теории возмущения КЭД мал (χ ≪ 1600), r̂ ≪ 1. Как видно из (59),
член ∝ ω2 − c2k2 просто корректирует линейный фазовый член, т.е. корректи-
рует величину τ∥. Следовательно, если r̂ ≪ 1, дополнительным членом в фазе
∝ (ω2 − c2k2) можно пренебречь и считать что τ∥ определяется (70).

Квазиклассическая формула для испускания фотона может быть переписа-
на в форме, близкой к классической, как показано в [103] для n = 1. Однако
для учета δn в формуле требуется избавиться от 1/(1− vk/ω), возникающего в
предэкспоненте под интегралом. Для этого можно начать с формулы для испус-
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кания фотона неполяризованным электроном (см. уравнение (34) в [103] и (6) в
дополнительных материалах к работе [3]):

d2I

dωdΩ
=

e2

4π2c

ε2 + ε′2

2ε2

∣∣∣∣∣
∫
dt
n× [(n− β)× β̇]

(1− nβ)2
exp[iω′(t− nρ)]

∣∣∣∣∣
2

+

+
1

2

(
ℏωmc2

ε2

)2
∣∣∣∣∣
∫
dt

nβ̇

(1− nβ)2
exp[iω′(t− nρ)]

∣∣∣∣∣
2
 ,

(60)

где β = v/c, ρ = r/c, n = ck/ω (здесь |n| = 1), и

ε′ = ε− ℏω, (61)

ω′ = ωε/ε′, (62)

где ε энергия электрона перед излучением фотона. Можно заметить, что

d

dt

1

1− nβ
=

nβ̇

(1− nβ)2
, (63)

d

dt

n× [n× β]

1− nβ
=

n× [(n− β)× β̇]

(1− nβ)2
, (64)

d

dt
exp[iω′(t− nρ)] = iω′(1− nβ) exp[iω′(t− nρ)]. (65)

Следовательно, интегрируя по частям, получим

d2I

dωdΩ
=
e2ω′2

4π2c

[
ε2 + ε′2

2ε2

∑
e

∣∣∣∣∫ dtβe exp[iω′(t− nρ)]

∣∣∣∣2+
+
1

2

(
ℏωmc2

ε2

)2 ∣∣∣∣∫ dt exp[iω′(t− nρ)]

∣∣∣∣2
]
,

(66)

где произведение n × n × β записано через βe1 и βe2. Теперь, чтобы учесть
показатель преломления n требуется подставить |n| ≡ |ck/ω| = n = 1 + δn в
показателе экспоненты (66).

Таким образом, в поляризованном вакууме, энергия излучаемая электроном
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Рис. 4: Функция cos[ϕ(t′)] для фазы (53), а именно ϕ(t′) = 2π(at′ + t′3) где
t′ = t/τ⊥ и a = ξτ⊥/τ∥. Значения параметра a показаны в правых нихних углах.

на единицу частотного интервала и в единицу телесного угла определяется (66),
где показатель преломления присутствует только в экспоненциальной функции:

exp[iω′(t− nρ)], (67)

где n = ck/ω, |n| = n показатель преломления, k и ω волновой вектор и цикли-
ческая частота испускаемого фотона, ω′ = ωε/ε′, ε энергия электрона, ε′ = ε−ℏω
и ρ = r/c нормированное положение электрона.

Уравнение (66) отличается от классического (47) в двух местах. Во-первых,
появляется дополнительный спиновый член в (66), обусловленный переворотом
спина [7,91,104]. Во-вторых, возникает так называемый эффект отдачи, который
заключается в том, что ω в экспоненте заменяется на ω′. Следовательно, если
энергия фотона примерно равна энергии электрона, отдача сильно влияет на
синхронизм. В частности, эффект отдачи сжимает спектр фотонов так, что он
ограничивается энергией электрона.

Все члены в (66), включая спиновый член, содержат экспоненциальные функ-
ции одного вида. В приближении локального постоянного поля фаза в экспонен-
те может быть разложена в ряд Тейлора также, как и в классическом случае,
exp[iω′(t− nρ)] ≈ exp[iϕ(t)] где

ϕ(t) = 2π

[
ςt

τ∥
+

(
t

τ⊥

)3
]
, (68)

ς = sgn(θ2 + 1/γ2 − 2δn). (69)
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Следует заметить, что, если приближение локального постоянного поля не ра-
ботает, то требуется учесть показатель преломления не только для излучаемых
фотонов, но и для лазерного поля. Это аналогично случаю, когда лазерный им-
пульс распространяется в плазме и последняя меняет его характеристики, напри-
мер групповую скорость [105]. Таким образом, как и для классического синхро-
тронного излучения, спектр синхротронно-черенковского излучения на данной
частоте ω определяется только двумя временными масштабами

τ∥ =
4π

ω′|θ2 + 1/γ2 − 2δn|
, (70)

τ⊥ =

(
12πγ2

ω′ ω2
B

)1/3

, (71)

где θ – угол между скоростью частицы при t = 0 и волновым вектором k,
ωB = eB/mc циклотронная частота и B напряженность магнитного поля. Лег-
ко видеть, что временные масштабы отличаются от таковых для классического
синхротронного спектра, заданного по (54) и (55).

Показатель преломления дает новый эффект: может измениться знак перед
линейным членом (первое слагаемое в (59)). Если условие Черенкова выполнено,
βn > 1, то по крайней мере при θ ≈ 0 ς = −1. Как будет показано далее, в
случае ς < 0 спектр излучения может сильно отличаться от синхротронного.

Аналогично классическому синхротронному излучению критическая частота
ωc может быть определена

ωc =
εω′

c

ε+ ℏω′
c

, (72)

ω′
c =

3ωBγ
2

|1− 2δnγ2|3/2
(73)

как частота на которой τ⊥ и τ∥ величины одного порядка при θ = 0, а именно
для ω = ωc имеем τ⊥/τ∥ = 3/(4π)2/3 ≈ 0.56.

Если квантовый параметр χ = γB/Bcr ≪ 1, то квантовые формулы сво-
дятся к классическим и можно пренебречь эффектом отдачи ωc ≈ ω′

c ≈ 3ωBγ
2.

Спиновое слагаемое в этом случае также исчезает. Поэтому (если дополнительно
δn = 0) максимум d2I/dωdΩ находится в точке θ = 0 и ω ≈ 0.42ωc.

В квантовом пределе χ≫ 1 (и при δn = 0) (73)) дает ℏωc ≫ ε, что физически
неверно и является следствием пренебрежения эффектом отдачи. Этот эффект
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существенно меняет критическую частоту: ℏωc ≈ ε[1 − 1/(3χ)], ωc становится
очень близка к верхней границе спектра ε/ℏ. Поэтому в квантовом пределе почти
для всех частот τ⊥ ≪ τ∥ и слагаемым t/τ∥ в фазе (68) можно пренебречь.

Для показателя преломления поляризованного вакуума для электронов усло-
вие Черенкова выполняется только в квантовом случае, т.е. nβ > 1 может быть
достигнуто, только если χ≫ 1. Как видно из (70) и (71), показатель преломления
влияет только на τ∥, т.е. только на линейный член в фазе. Однако, в квантовом
случае этот член пренебрежимо мал практически для всех частот синхротрон-
ного спектра. Поэтому для модификации синхротронного спектра показатель
преломления должен быть достаточно большим, чтобы не только изменить τ∥,
но и сделать его намного меньше, чем в случае τ⊥. Это объясняет, почему одного
Черенковского условия не достаточно, чтобы изменить синхротронный спектр.

2.3.3 Время формирования излучения для синхротрон-Черенковского
излучения

Длина формирования излучения – это длина пути электрона (его траектории),
на которой вносится наибольший вклад в интегралы в (47) и (66). Она, очевидно,
зависит от частоты излучаемой волны, хотя для синхротронного излучения часто
предполагается ω ∼ ωc.

Время формирования излучения (т.е. длина формирования излучения, делен-
ная на c) можно оценить рассмотрев следующий интеграл:

I(ta, tb) =
∫ tb

ta

f(t) sin[ϕ(t)] dt, (74)

где f(t) и ϕ(t) медленно меняющиеся функции, а sin[ϕ(t)] содержит много пе-
риодов колебаний на интервале [ta, tb]. Вклад одного периода колебаний можно
оценить следующим образом:

I(t0, t2) =
∫ t2

t0

f(t) sin[ϕ(t)] dt ≈

≈ 2fT |(t0+t1)/2 − 2fT |(t1+t2)/2 ≈ −
∫ t2

t0

(
d

dt
fT

)
dt.

(75)

Здесь t0, t1, t2 — моменты времени, соответствующие ϕ = 0, π, 2π, соответ-
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ственно. Непрерывная функция T (t) приблизительно равна локальному периоду
функции sin[ϕ(t)]. Очевидно, что оценку (75) для I(ta, tb) можно распространить
на случай tb − ta = 2πNT , где NT - некоторое натуральное число. В этом случае
интеграл можно оценить как разность между интегралом от первого «пика» (пер-
вой половины периода) и последнего, тогда как промежуточные «пики» не вно-
сят вклада. Наконец, интеграл, определяющий скорость сходимости I(−∞,∞)

можно оценить следующим образом:

I(t,∞) ∼ f(t)T (t), (76)

где предполагается, что limt→∞ fT = 0.
Локальный период колебаний фазы (68) вдали от седловых точек равен

T (t) ≈ 2π

(
dϕ

dt

)−1

=

(
ς

τ∥
+

3t2

τ 3⊥

)−1

. (77)

Интегралы в (66) для βei из (50) и (51) содержат f(t) = 1 и f(t) = t, оба
приводят к одному и тому же времени формирования излучения, таким образом
далее для простоты полагаем f(t) = t.

Для синхротронного излучения на низких частотах (τ⊥ ≲ τ∥, ς = +1) до-
минирующий «пик» подынтегральной функции имеет ширину порядка τ⊥ [см.
рисунок 4(a)], а для t ≫ τ⊥ получается I(t,∞) ∝ 1/t. Следовательно, время
формирования излучения trf ∼ τ⊥ в этом случае. Для высоких частот [τ⊥ ≳ τ∥,
ς = +1, см. рисунок 4(b)] вклад под интегралом затухает, I(t,∞) ∝ 1/t, только
если t≫ ts где

ts =

√
τ 3⊥
3τ∥

(78)

точка, в которой линейный и кубический члены фазы дают одинаковые периоды
колебаний. Таким образом, здесь время формирования излучения trf = ts ≳

τ⊥ ≳ τ∥.
Рассмотрим черенковскую ветвь синхротрон-Черенковского излучения(ς =

−1). Если τ⊥ ≲ τ∥, то знак линейного члена не важен и trf ∼ τ⊥. Однако в
случае τ⊥ ≳ τ∥ подынтегральная функция существенно меняется [см. рис. 4(c) и
(d)]: наибольший вклад в синхротронно-черенковские интегралы вносят области
вокруг двух седловых точек t = ±ts. Если τ∥ ≪ τ⊥, фазу вблизи седловой точки
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(например, t = +ts) можно аппроксимировать параболической зависимостью:

ϕ = 2π

(
− t

τ∥
+
t3

τ 3⊥

)
≈ 6πts

τ 3⊥
(t− ts)

2 + const, (79)

где членом в правой части 2π(t− ts)
3/τ 3⊥ пренебрегается. Можно найти ширину

пика в ts:

T (ts) ∼
(
τ 3⊥
ts

)1/2

∼ τ
3/4
⊥ τ

1/4
∥ , (80)

Следовательно, кубический член на самом деле мал: (t−ts)3/τ 3⊥ ∼ T 3(ts)/τ
3
⊥ ∼

(τ∥/τ⊥)
3/4 ≪ 1. Параболическая зависимость в фазе приводит к достаточно быст-

рой сходимость интегралов, т.е. fT ∼ 1/|t− ts| для T (ts) ≪ |t− ts| ≪ ts.
Важным следствием приведенных выше оценок является то, что τ∥ ≪ T (ts) ≪

τ⊥ ≪ ts в случае ς = −1 и τ∥ ≪ τ⊥. Это означает, что седловые точки t = ±ts на-
ходятся далеко друг от друга, и существует фазовый сдвиг между интегралами
вокруг этих точек. Если считать, что вклады с этих «пиков» примерно одинако-
вые, то весть интеграл есть сумма вероятностьей, которые вычисляются отдельно
для t = +ts и t = −ts, и перекрестного слагаемого. Это также означает, что в ка-
честве длины формирования излучения в этом случае нужно брать не расстояние
между этими точками, а ширину выступов, trf ∼ T (ts) ∼ τ

3/4
⊥ τ

1/4
∥ ≪ τ⊥.

Суммируя вышеизложенное, длина формирования излучения для синхротронно-
черенковского излучения:

trf/τ⊥ ∼


1, for τ⊥ ≲ τ∥.

(τ⊥/τ∥)
1/2, for τ⊥ ≳ τ∥, ς = 1.

(τ⊥/τ∥)
1/4, for τ⊥ ≳ τ∥, ς = −1.

(81)

Помимо длины формирования излучения синхротронно-черенковские инте-
гралы зависят от отношения τ⊥/τ∥. Например, можно заметить, что интегралы
экспоненциально затухают с увеличением τ⊥/τ∥, если τ⊥ ≫ τ∥ и ς = +1 [см.
рисунок 4(b)]. Вероятность излучения становится очень мала в данном случае.
Принимая это во внимание, из (81) можно отметить, что во всех важных случаях
длина формирования излучения меньше или порядка τ⊥, а последняя величина
от показателя преломления не зависит. Отметим также, что в режиме, где ка-
жется, что должен преобладать черенковский режим излучения, δn ≫ 1/γ2,
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Рис. 5: Влияние знака δn на спектры квантового синхротронного излучения,
когда |δn| < 0.5/γ2. Энергия излучаемая электроном в единичный интервал ча-
стот и в единичный телесный угол θ: (a) d2I0/dωdθ для n = 1, (b) d2 I+/dωdθ
для δn = 0.1/γ2 и d2 I−/dωdθ для δn = −0.1/γ2. (d) Спектры синхротронного
излучения для δn = 0 (пунктирная линия), посчитанные аналитически (крас-
ная сплошная) и спектры излучения для δn > 0 (штрихованная синяя кривая)
и δn < 0 (зеленая кривая). Во всех случаях ξ = −1 для всего частотного и
углового диапазона.

имеем ς = −1 и τ∥ ≪ τ⊥ [см. рис. 4(d)], а время формирования излучения мало,
trf ≪ τ⊥. Это существенно отличается от случая простого черенковского излуче-
ния, когда длина формирования излучения может быть чрезвычайно большой.

Однако, наличие показателя преломления с δn ̸= 0 может существенно по-
влиять на вероятность излучения. Влияние показателя преломления в случае
ς = +1 показано на рисунке 5, где I0, I+ и I− — излучаемая энергия при n = 1,
n = 1 + 0.1/γ2 и n = 1 − 0.1/γ2 соответственно. На рисунках 5(a)-(c) показаны
частота и угловое распределение, тогда как рисунок 5(d) изображает энергию,
излучаемую в единицу частотного интервала. Распределения d2I/dωdθ на рисун-
ках 5(a)-(c) получены численно, для γ = 1 × 105 и B/Bcr = 3 × 10−5 (χ = 3).
Кривые на рисунке 5(d) вычисляются путем интегрирования распределений на
рисунках 5(a)-(c) по углу θ, за исключением черной пунктирной линии, которая
соответствует аналитическому выражению для чисто синхротронного излучения
(n ≡ 1), найденного в рамках БКС теории [7,91]. Заметим, что для таких δn чле-
ном ∝ ω2−c2k2 (который не учитывался при вычислении распределений 5(a)-(c))
в фазе пренебрегать нельзя (см. (59), r̂ ≈ 0.2 для ℏω ≈ ε), таким образом рису-
нок 5 демонстрирует поведение функции d2 I0/dωdθ лишь качественно.
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В области высоких частот ω ≳ ωc временные шкалы соотносятся как τ⊥ ≳ τ∥,
когда δn = 0. Наличие показателя преломления δn > 0 приводит к увеличе-
нию τ∥ и к существенному увеличение вероятности излучения [см. рисунок 4(b)
и рисунок 4(a)]. В противоположном случае δn < 0, временной масштаб τ∥

уменьшается, что приводит к уменьшению вероятность излучения. Это легко
видеть из рисунка 5(d), где критическая частота ℏωc = 0.9 × ε. Для фотонов
ω ∼ ωc длину формирования излучения можно оценить с помощью (81) и (71)
как cτrf ≲ cτ⊥ ∼ c/ωB ∼ 10−2 µm.

В области низких частот (ω ≪ ωc, τ⊥ ≪ τ∥) синхротронные интегралы не за-
висят от τ∥, а только этот масштаб времени зависит от показателя преломления.
Поэтому наличие показателя преломления с δn ̸= 0 не меняет низкочастотный
спектр, как показано на рисунке 5. При увеличении параметра χ критическая
частота стремится к ε/ℏ и область, где заметно влияние показателя преломления
становится узкой и прижатой к ε/ℏ. Стоит еще раз обратить внимание на то, что
в данном случае условие Черенкова не выполняется.

Влияние показателя преломления становится более существенным, если вы-
полняется условие Черенкова, δn > 1/(2γ2). Такой случай для δn = 1/γ2 показан
на рисунке 6 для γ = 1× 105 и B/Bcr = 3× 10−5 (отсюда χ = 3 и ℏωc = 0.9× ε).
Заметим, что для таких δn слагаемым ∝ ω2 − c2k2 в фазе, кторое не учитыва-
ется в вычислениях, нельзя пренебрегать (см.(59), r̂ ≈ 2 для ℏω ≈ ε), таким
образом, рисунок 6 демонстрирует спектр лишь качественно. Для выбранного
показателя преломления и θ = 0, τ∥ остается тем же, что и для случая δn = 0,
но знак линейного члена меняется на противоположный, при изменении фазы
(68), ς = −1. Как и прежде, низкочастотная часть спектра остается одинаковой
в обоих случаях, δn = 0 [нижняя половина рисунка 6(a) и сплошная красная
кривая на рисунке 6(c)] и δn > 0 [верхняя половина рисунок 6(a) и пунктирная
синяя кривая на рисунке 6(c)]. Однако в случае δn > 0 заметно усиливается
высокочастотная часть спектра, так что суммарная излучаемая больше, чем в
случае δn = 0.

Точки A, B, C и D на рисунках 6(a, b) соответствуют a ≡ ςτ⊥/τ∥ использу-
ющимися на рисунках 4 (a), (b), (c) и (d) соответственно. Тонкая структура в
распределении излучения на высоких частотах видна на рис. 6(b), на котором по-
дробно показана прямоугольная область рисунка 6(a), отмеченная линией черно-
го цвета (на рисунках разная цветовая шкала). Эта тонкая структура возникает
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Рис. 6: Влияние знака δn на спектр синхротронного излучения в случае, когда
показатель преломления δn > 1/2γ2. Энергия излучаемая электроном в единич-
ный интервал частот в единичный телесный угол θ для ((a) нижняя часть графи-
ка) чисто синхротронного излучения с δn = 0, и для синхротрон-Черенковского
режима δn = 1/γ2 (верхняя половина a, b). Спектры излучения изображены на
(c) для δn = 0 (красная кривая) и для δn = 1/γ2 (штрихованная кривая). Че-
ренковский угол θc = (2δn − 1/γ2)1/2 = 0.01 мрад показан белой пунктирной
линией на (a) и (b). Точки A, B, C, D на (a) и (b) соответствуют форме фазы,
показанной на рисунке 4.

из-за интерференции вкладов двух выступов, показанных на рисунке 4(d).
Показатель преломления поляризованного вакуума зависят от частоты фото-

на и имеет как области с δn > 0, так и части с δn < 0. Последнее соответствует
фотонам с высокой энергией. Учитывая, что высокочастотная область (где пока-
затель преломления влияет на спектр излучения) становится чрезвычайно узкой
в случае χ≫ 1, это делает задачу об обнаружении влияния поляризации вакуу-
ма на синхротронное излучение очень сложной, по крайней мере, для электронов
(или позитронов).

Аналогично переходу от (46) к (47) можно найти из d2I/dωdΩ [см. (66)] ве-
роятность испускания фотона, просуммированную по всем поляризациям W =∑

i |Cei|2, что более удобно для численного моделирования:

W =
e2c2πω′2

4ℏω3V

[
(ε2 + ε′2)

2ε2

∑
e

∣∣∣∣∫ dtβe exp[iω′(t− nρ)]

∣∣∣∣2+
+
1

2

(
ℏωmc2

ε2

)2 ∣∣∣∣∫ dt exp[iω′(t− nρ)]

∣∣∣∣2
]
.

(82)
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Интегралы в (82) могут быть найдены аналитически в некоторых случаях,
используя разложение в ряды Тейлора в фазе (68). А также некоторые анали-
тические результаты присутствуют в работе [63]. Однако, выражение (82) бу-
дет использоваться как есть в численных расчетах. Вычисление выражения (82)
выполняется в открытом коде jE [106], где используется круговая траектория
частицы. В коде jE для интегралов в (82) используется метод трапеций с фикси-
рованным шагом по времени. Шаг по времени вычисляется как половина мини-
мального периода колебаний, достигаемого на интервале интегрирования [−tb, tb]
(или на двух интервалах интегрирования в случае ς = −1, τ⊥ ≫ τ∥). Как это
показано выше, численная ошибка, вызванная конечной длиной интервала ин-
тегрирования, уменьшается достаточно медленно, I(tb,∞) ∝ 1/tb. Следователь-
но, для получения надлежащей точности следует выбрать tb намного больше,
чем trf , например, tb ≈ 100 trf для точности около 1%. В то же время, пери-
од колебаний и, следовательно, временной шаг резко уменьшается со временем,
T (tb) ∼ 1/ϕ̇(tb) ∝ t−2

b . Таким образом, результирующее количество шагов по
времени, дающее надлежащую точность, становится чрезвычайно большим. Од-
нако, вычисление интегралов может быть выполнено на значительно меньшем
интервале, если добавить искусственное затухание g:∫ ∞

−∞
f(t) sin[ϕ(t)] dt ≈

∫ tb

−tb

g(t)f(t) sin[ϕ(t)] dt. (83)

Здесь tb должно быть всего в несколько раз больше, чем trf (в коде tb ≈ 3trf), а
функция g должна плавно затухать вблизи границ интервала интегрирования от
1 до 0. Соотношение (83) можно легко доказать, оценив разницу между его левой
и правой частями по формуле (76): (1−g)fT ≈ 0 в точке, где g(t) только начинает
исчезать, а также в точке tb. В коде выбрана следующая функция затухания:

g(t) =
1

4
{1− tanh[8(t/tb − 0.7)]} {1 + tanh[8(t/tb + 0.7)]} , (84)

что вместе с заданным шагом по времени и интервалом интегрирования дает
ошибку менее 3% в сравнение с интегралами без g, вычисленными на очень
широком интервале интегрирования с помощью другого численного метода, по
крайней мере, для ςτ∥/τ⊥ ∈ [−48, 0.8].

Для проверки кода, описанного выше, был реализован ряд тестов. Напри-
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мер, в классическом пределе (χ≪ 1) энергия, излучаемая в единицу частотного
интервала, в единичный телесный угол, d2I/dωdΩ, найденная численно, срав-
нивается с аналитическим результатом, а именно с (14.83) из [101]. Этот тест
показывает, что ошибка, которую дает код, меньше чем 0.5% для |θ| ≤ 1/γ и
ω ≤ 1.6× ωc. После этой точки, значение d2I/dωdΩ получается более чем в 500

раз меньше, чем максимальное значение d2I/dωdΩ, таким образом, хотя ошибка
становится больше с увеличением ω и θ, значением d2I/dωdΩ в целом можно
пренебречь на таких частотах и углах. Кроме того, также проверяется хоро-
шо известное асимптотическое поведение полной излучаемой энергии (а именно
cI/2πR ≈ (1− 55

√
3χ/16 + 48χ2)Pcl в пределе χ≪ 1, где Pcl = 2e4B2γ2/3m2c2 и

cI/2πR ≈ 0.37× e2m2c4χ2/3/ℏ2 в χ≫ 1, см. [7, 91]).
Спектр излучения, рассчитанный численно и аналитически при n = 1 и χ = 3,

изображен на рисунке 5(d), где результат работы кода jE показан сплошной
красной линией, а аналитический результат пунктирной черной линией. Также
написан ряд тестов, чтобы продемонстрировать, что масса излучающей частицы,
спиновый член и показатель преломления рассматриваются правильно [106].

2.3.4 Возможные экспериментальные наблюдения поляризации ва-
куума

Наконец следует задаться вопросом об условиях, необходимых для измерения
изменений в хорошо известном синхротронном спектре за счет поляризация ва-
куума. Чтобы ответить на этот вопрос, нужно сначала рассмотреть выражение
для вакуумного показателя преломления в сильном поле. Этот показатель за-
висит от поляризации излучаемого фотона. Например, в постоянном магнитном
поле δn для низкоэнергетических фотонов примерно в два раза больше для по-
ляризации, перпендикулярной магнитному полю, по сравнению с параллельной
поляризацией. Однако, большинство синхротронных фотонов поляризованы пер-
пендикулярно магнитному полю, и для действительной части вакуумного пока-
зателя преломления можно использовать следующее выражение [58,59,65]:

n(κ) = 1 +
α

4π

(
B

Bcr

)2

N(κ), (85)
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Рис. 7: Сплошная линия на (a) есть функция N(κ), определяющая реальную
часть вакуумного показателя преломления [58], а зеленая кривая (a) есть вели-
чина 2γ2δn(ωc/3), где ωc вычислена по классической формуле для мюонов. За-
метим, что относительное изменение τ∥ за счет поляризации вакуума для θ = 0
порядка 2δnγ2, если эта величина мала. Спектр излучения для мюонов для (b)
χ = 30 и (c) χ = 60 изображены пунктирной кривой и красная кривая - спектры
для n = 1.

где N(κ) представлено на рисунке 7(a), κ = (ℏω/mc2)(B/Bcr) есть фотонный
аналог параметра χ, а B — эффективное магнитное поле. Асимптотика N(κ)
определяется выражением:

N(κ) =

14/45, при κ ≪ 1,

−1.65× κ−4/3, при κ ≫ 1,
(86)

где κ = (ℏω/mc2)(B/Bcr). Как видно из рисунка 7(a) синяя кривая, δn = n −
1 положительный для κ ≲ 15 и отрицательный для κ ≳ 15. Стоит еще раз
отметить, что мнимая часть показателя преломления вакуума не мала, и здесь
просто не рассматривается.

Как описано в предыдущих разделах, показатель преломления влияет только
на временной масштаб τ∥, на котором электрон выходит из фазы с волной из-за
различия его скорости вдоль волнового вектора k и фазовой скорости волны.
Следовательно, поляризация вакуума влияет только на линейный член в фа-
зе (68). В то же время линейный член фазы влияет на интегралы в (66), только
если временной масштаб τ∥ меньше или порядка τ⊥. На временном масштабе τ⊥
электрон выходит из фазы с волной из-за кривизны траектории (поскольку кри-
визна влияет на скорость электрона вдоль волнового вектора). Подводя итоги, и
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с учетом (70), (71) и (72), необходимые условия изменения спектра при заданной
частоте фотона ω имеют следующий вид:

|δn(ω)| ≳ 1/γ2, (87)

ω′ ≳ ω′
c(ω). (88)

Если выполняется условие (87), то τ∥ заметно меняется, а если также выпол-
няется (88) (с ω′

c, вычисляемым либо с учетом поляризации вакуума, либо без),
то спектр изменится. Здесь ω′ = ωε/(ε − ℏω), а ω′

c определяется по (73) для
заданной частоты ω (обратите внимание, что δn зависит от ω).

Следует отметить, что условия (87) и (88) очень магкие: если δn равно, ска-
жем, 10% 1/γ2 это уже может привести к значительным изменениям в спектре.
Кроме того, если величина ω′ составляет 10% от ω′

c(ω), то спектр заметно меня-
ется. Например, для χ = 3 и δn = 0.1/γ2, ω′ ≈ 0.1×ω′

c(ω) для ℏω ≈ 0.5ε, однако
для этой частоты изменения в спектре очевидны, как видно на рисунок 5(d).

Для фотонов низкой энергии (κ ≪ 1) уравнение (87) можно переписать,
используя только параметр электрона χ:

χ ≳

(
90π

7α

)1/2

≈ 70. (89)

Однако, условие (88) в этом случае гораздо труднее выполнить: его также можно
записать в терминах χ и при κ = 1 получим:

αχ2/3 ≳ 42, (90)

следовательно, χ ≳ 4 × 105. Результат (90) говорит о том, что теория возмуще-
ний [52], αχ2/3 ≳ 1. Поэтому используемый здесь подход БКС и выражение для
показателя преломления (86) не справедливы, если αχ2/3 ≳ 1 и тем более для
αχ2/3 ≳ 42. Таким образом, рассматриваемая теория не предсказывает измене-
ния синхротронного спектра в области применимости пертурбативной КЭД.

Для фотонов высокой энергии (κ ≫ 1) уравнение (87) дает χ ≳ 80κ2/3, а (88)
дает αχ2/3 ≳ 20κ(χ−κ)/χ. Чтобы подогнать последнее условие к области при-
менимости пертурбативной КЭД, можно попробовать χ−κ ≪ χ, однако первое
условие в этом случае дает χ1/3 ≳ 80, следовательно, χ ≳ 5× 105, что снова на-
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ходится за пределами теории возмущений КЭД. Таким образом, наблюдать по-
ляризацию вакуума для синхротронного спектра электронов, если не учитывать
мнимую часть показателя преломления, для фотонов высоких энергий также не
представляется возможным. Приведенные выше оценки согласуются с результа-
тами [66] [см. выражения (8.8e) и (8.11), которые, однако, не учитывают эффект
отдачи и не обсуждают применимость пертурбативной КЭД].

Влияние поляризации вакуума на синхротронный спектр можно усилить, ес-
ли использовать тяжелые заряженные частицы вместо электронов. Для опре-
деленности и ввиду недавнего прогресса в методе их ускорения [107], здесь рас-
сматриваются мюоны. Преимущество использования мюонов заключается в двух
моментах. Во-первых, их большая масса, mµ ≈ 207m, дает гораздо меньшую
кривизну, следовательно, временной масштаб τ⊥ намного больше, чем у электро-
нов. Для заданной частоты фотона это делает синхротронный спектр гораздо бо-
лее чувствительным к продольному синхронизму между частицей и излучаемой
волной, т.е. к τ∥, которое, в отличие от τ⊥, зависит от показателя преломления.
Во-вторых, большая масса значительно снижает критическую частоту, поэтому
основная часть спектра лежит в низкочастотной области κ ≲ 1, в которой вели-
чина δn для вакуума максимальна.

Критическая частота мюонов, в области χ≪ 1, равна

ωc,µ = 3ωBγ
2m/mµ, (91)

тогда можно получить отношение энергии фотона к энергии мюона: ℏωc,µ/εµ =

3χ(m/mµ)
2 (при χ = γB/Bcr то же, что и для электронов). Поэтому это от-

ношение мало, ℏωc,µ/εµ ≪ 1, вплоть до χ ∼ 104, а радиационной отдачей для
мюонов можно пренебречь. В этом случае условия, достаточные для заметной
модификации синхротронного спектра за счет поляризации вакуума следующие:

|δn(ω)| ≳ 1/γ2, (92)

ω ≳
ωc,µ

|1− 2δn(ω)γ2|3/2
. (93)

Очевидно, что эти условия можно вывести аналогично (87) и (88).
В качестве отправной точки можно рассмотреть ω ∼ ωc, обеспечивающую

выполнение условия (93). В силу (70), разница между τ∥ с учетом δn ̸= 0 и τ∥ с
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δn = 0 (τ∥,0), определяется 2γ2δn, если эта величина мала:

τ∥ − τ∥,0
τ∥

≈ 2γ2δn, (94)

где предполагается θ = 0. Можно заметить, что эта величина зависит только от
χ и κ. Для ω = ωc/3 (что ближе к максимуму спектра, чем сама ωc) парамет-
ры χ и κ связаны, χ2 = κmµ/m. Таким образом, 2γ2δn может быть выражена
только через κ, и 2γ2δn как функция κ показана пунктирной зеленой линией на
рисунке 7(a). Из рисунка 7(a) видно, что поляризация вакуума вызывает макси-
мальное изменение τ∥ около 10% для κ ≈ 2 (χ ≈ 20). Дальнейшее увеличение
параметра χ (отсюда κ) приводит к уменьшению отклонения τ∥ от τ∥,0 на этой
частоте фотона.

Приведенные выше оценки показывают, что относительно небольшого зна-
чения χ достаточно, чтобы увидеть изменение в синхротронном спектре, обу-
словленном поляризацией вакуума, что хорошо согласуется с численным резуль-
татами. На рисунках 7(b, c) показан спектр излучения при χ = 30 и χ = 60

соответственно, рассчитанные кодом jE (используется значение B/Bcr = 0.01,
однако форма результирующих спектров от этого почти не зависит). При χ = 30

максимум спектра становится на 10% выше благодаря поляризации вакуума,
а при более высоких χ изменения спектра возникает на частотах ниже часто-
ты максимума спектра. В то же время, для энергий фотонов, соответствующих
κ ≳ 15, изменение показателя преломления становится отрицательным, что вы-
зывает небольшое подавление в синхротронном спектре.

Возвращаясь к условиям (92) и (93), можно считать что χ ≳ 70 обеспечива-
ет выполнение первого из них. Затем, аналогично предыдущему разделу, можно
рассматривать низкоэнергетическую часть спектра (κ ≲ 1). В этом случае усло-
вие (93) дает

αχ2/3 ≳ 42×
(
m

mµ

)2/3

≈ 1. (95)

Поэтому изменение низкоэнергетической части синхротронного спектра может
быть ярко выражено только в области параметров, где теория возмущений уже
не применима.

Рисунок 8 демонстрирует низкоэнергетическую часть спектра излучения мю-
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Рис. 8: Отношение (зеленая кривая, a) энергии излученной мюоном на единицу
частоты в единичный телесный угол с учетом показателя преломления вакуума
к аналогичной величине с n = 1. Отношение a = ξτ⊥/τ∥ (a, коричневая кривая).
Обе кривые посчитаны для θ = 0 и для частоты, соответствующей κ = 2. На
графике (b) изображена величина d2I/dωdθ. На графике (c) изображен спектр
мюонов для χ = 800 с учетом (синяя кривая) и без учета (красная кривая)
вакуумного показателя преломления.

онов для B/Bcr = 0.01. На рисунке 8(а) соотношение

J =

[
d2I

dωdθ

]/[
d2I

dωdθ

]
δn=0

, (96)

рассчитано для θ = 0 и значения ω соответствующего κ = 2. По оценке (95) зна-
чение J заметно отличается от единицы для χ ∼ 103. Пунктирная коричневая
линия показывает отношение a = ςτ⊥/τ∥ для заданной частоты, которая соот-
ветствует κ = 2. Из выражения для классической критической частоты видно,
что:

ℏωc,µ

mc2
B

Bcr
=

3χ2m

mµ
. (97)

Следовательно, при χ ≳ 10 частота, обеспечивающая κ = 2, меньше критической
частоты. Таким образом, здесь ожидается τ⊥ ≲ τ∥ при n = 1. Однако при χ ∼
103 шкалы времени τ⊥ и τ∥ становится того же порядка благодаря поляризации
вакуума. При еще более высоких значениях χ, τ∥ становится много меньше τ⊥,
что вместе с ς = −1 приводит к интерференции аналогично тому, что изображено
на рисунке 6(b). На рисунке 8(а) это выражается в виде колебаний J при высоких
значениях χ.
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На рисунке 8(б) показана энергия, излучаемая в единичный частотный интер-
вал и в единичный телесный угол θ, с учетом показателя преломления вакуума
(верхняя половина) и δn = 0 (нижняя половина), для χ = 800 (B/Bcr = 0.01 и
γ = 8×104). Стоит заметить, что даже для такого высокого значение χ фазовый
член ∝ (ω2−c2k2), которым здесь пренебрегается, мал, r̂ ≲ 2×10−3. Рисунок 8(c)
показывает энергетические спектры, которые соответствуют распределениям на
рисунке 8(b). Хотя разница между пунктирной и сплошной кривыми на рис. 8(c)
очень большая, этот случай не подходит для наблюдения в эксперименте. Во-
первых, при таком большом χ будут проявляться КЭД эффекты более высокого
порядка, которые могут дать более серьезный вклад в изменение спектра. Во-
вторых, изменение в спектре возникает только для частот, для которых κ ≲ 10,
что значительно ниже, чем для критической частоты, поэтому эта разница возни-
кает для небольшой доли фотонов. Таким образом, излучение фотонов мюонами
с χ ≈ 30 остается наиболее перспективным для исследования эффекта поляри-
зации вакуума в спектре излучения экспериментально.

Следует отметить еще одну интересную перспективу изучения КЭД, касаю-
щуюся испускания фотонов мюонами. Пусть мюоны и электроны имеют один
и тот же Лоренц фактор γ. Для электронов энергия испускаемых фотонов в
режиме χ≫ 1 ограничивается из-за эффекта отдачи. Несмотря на больший ра-
диус кривизны траектории, для мюонов энергия фотона может быть намного
выше, потому что эффект отдачи для них принебрежимо мал. Можно достичь
ακ2/3 ∼ 1 для фотонов, испускаемых мюонами уже при χ ∼ 300, для которых
αχ2/3 ∼ 0.3. Это потенциально открывает перспективы для достижения непер-
турбативного КЭД [52–56] в будущих экспериментах.

2.3.5 Заключение к подглаве

Общая формула, описывающая испускание фотона ультрарелятивистским элек-
троном в сильном магнитном поле, может быть найдена в рамках квазикласси-
ческой теории БКС [7]. Формула БКС может быть распространена на случай
постоянного показателя преломления n, |n − 1| ≪ 1 [см. (66)]. Строго говоря,
эта формула применима для вакуумного показателя преломления для электро-
нов с χ ≲ 103, но для других случаев необходимо учитывать дополнительный
член в фазе. Отсюда можно найти вероятность излучения фотона, обобщающую
синхротронное и черенковское излучение, и учитывающую отдачу фотона и пе-
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реворот спина. Из полученного выражения ясно видно, что вероятность эмиссии
не является суммой вероятности синхротронного излучения и вероятности че-
ренковского излучения. Следовательно, испускание фотона происходит в синер-
гетическом (кооперативном) синхротронно-черенковском процессе.

Движение электрона по криволинейной траектории существенно меняет ха-
рактер излучения. Кривизна траектории определяет время формирования излу-
чения для синхротронно-черенковского излучения, что намного меньше, чем у
чистого черенковского излучения (которое может быть чрезвычайно большим
в случае черенковского синхронизма, (nβ = 1). Кроме того, время формиро-
вания для синхротронно-черенковского излучения меньше или порядка времени
формирования синхротронного излучения.

Спектр излучения чувствителен к знаку величины δn = n− 1 в обоих случа-
ях, δn > 0 и δn < 0, однако сначала происходят изменения в спектре для частот
выше критической частоты ωc. Если выполнено условие Черенкова, v > c/n,
то общая излучаемая энергия может быть значительно больше, чем в случае
n = 1. Для численного моделирования синхротронно-черенковского спектра ре-
ализован открытый код jE [106], и численные результаты хорошо согласуются с
аналитическими предсказаниями.

Чтобы узнать, как изменяется синхротронный спектр за счет поляризации
вакуума, можно использовать формулы для показателя преломления вакуума,
поляризованного сильным внешним магнитным полем (см. ссылку [64] и ссылки
в ней). Оценки и численное моделирование показывают, что в рамках рассмат-
риваемой модели изменения спектра фотонов излученных электронами, стано-
вятся заметными далеко за черенковским порогом v = c/n и даже далеко за
пределы предполагаемого нарушения пертурбативной КЭД αχ2/3 ∼ 1. Рассмат-
риваемая модель синхротронно-черенковского излучения основана на формулах
полученных в рамках пертурбативной КЭД и применима если αχ2/3 ≪ 1, по-
этому можно сделать заключение, что в области применимости данной модели
изменений в спектре не происходит. Причина этого в том, что показатель пре-
ломления вакуума зависит от частоты фотона, а для энергий фотонов больше
или около ℏωc (для которых в первую очередь ожидается модификация спектра)
δn отрицательна, а |δn| очень маленький. Более того, критическая частота для
электронов с χ≫ 1 очень близка к энергии электрона.

Мюоны имеют гораздо больший радиус кривизны траектории в сильном по-
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ле, чем электроны при одном и том же факторе Лоренца. Из-за этого спектр
излучения мюонов гораздо более чувствителен к показателю преломления, чем
спектр излучения электронов. В отличие от электронов с χ ≫ 1, для которых
основная часть спектра лежит в области κ ≫ 1, для мюонов это не так. Напри-
мер, при χ = 30 максимум спектра соответствует области κ ≈ 2, где величина
вещественной части вакуумного показателя преломления максимальна. Спектр
излучения в этом случае увеличивается до 10% благодаря вакуумному показа-
телю преломления. С точки зрения возможных экспериментов, мюоны с χ ≈ 30

являются наиболее многообещающим инструментом для исследования влияния
поляризации вакуума на синхротронный спектр.

Что касается возможных экспериментов с использованием лазерных импуль-
сов и ускорителей мюонов, то можно рассмотреть прохождение пучка мюонов
через одиночный лазерный импульс. Выражение для вакуумного показателя пре-
ломления для излучаемых фотонов в этом случае весьма близко к таковому для
постоянного магнитного поля [59, 65]. Однако, применять полученные здесь ре-
зультаты к лазерному полю не совсем верно. Во-первых, поскольку большинство
излучаемых фотонов имеют κ ≳ 1, нужно учесть фоторождение пар и испуска-
ние фотонов вторичными электронами, а также возможный эффект Соколова–
Тернова. Во-вторых, χ = 30 будет достигнута скорее при a0 = eE0/mcωL где
mµ/m = 207 (где E0 и ωL амплитуда электрического поля и частота фотонов
лазерного импульса соответственно), т.е. при a0 = 800 (при ℏωL = 1 eV) и
γ = 2 × 104 (это значение находится между Лоренц фактором, достигнутым
для электронов в SLAC γ ≈ 105, и для протонов в LHC γ ≈ 6 × 103). Для
таких значений a0 применяемое здесь приближение локального постоянного по-
ля следует использовать с осторожностью [4]. Это ограничение становится еще
более выраженным для протонов, для которых следует рассматривать дипольно-
черенковское излучение, а не синхротронно-черенковское излучение. В-третьих,
в поле линейно поляризованного лазера показатель преломления неоднороден.
Поэтому идея о возможном наблюдении влияния показателя преломления при
столкновении лазерного импульса с тяжелыми частицами требует дальнейшего
исследования.
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3 КЭД каскады в сильном лазерном поле

3.1 Введение

В данной главе обсуждается квантовоэлектродинамические (КЭД) каскады в
сильных лазерных полях. Это явление представляет собой лавинообразное по-
явление электрон-позитронных пар вследствие последовательных реакций излу-
чения фотонов ультрарелятивистским лептоном (нелинейное обратное Компто-
новское рассеяние [91]) и распада фотона на электрон-позитронную пару (нели-
нейный процесс Брейта-Уилера [16]). Оба этих процесса возможны только ко-
гда квантовый параметр χ ≫ 1. Численное моделирование предсказывает, что
КЭД каскад может развиваться в области пересечения двух встречных лазер-
ных импульсов мощностью 10 ПВт [108,109]. Взаимодействии сильного лазерно-
го излучения с веществом почти всегда сопровождается возникновением каска-
дов [110, 111]. Также каскады наблюдаются в атмосфере могут влиять на физи-
ку пульсаров [112, 113]. Исследование КЭД каскадов может помочь расширить
понимание физики явлений в области сильнополевой квантовой электродинами-
ки [6, 28,34,114].

В первой части главы рассматривается ионизационная инициация КЭД кас-
кадов в поле двух пересекающихся лазерных имупльсов, где в качестве затравки
используются благородные газы. Во второй части главы рассматривается задача
о формировании каскада во вращающемся электрическом поле.

3.2 Ионизационная инициация КЭД каскадов

3.2.1 Модель ионизации

Воздействие сильного электромагнитного поля на атом может привести к иони-
зации. В туннельном режиме ионизации электроны атома проникают через по-
тенциальный барьер, образованный атомным полем и внешним электрическим
полем. При малых интенсивностях ионизация поля происходит в многофотонном
режиме. Режим полевой ионизации определяется параметром Келдыша γK =

a−1
(
2Ii/mec

2
)1/2, где Ii потенциал ионизации иона, a = eEL/ (mecωL) безраз-

мерное лазерное поле, EL и ωL напряженность лазерного поля и частота лазера
соответственно, e и me есть заряд и масса электрона соответственно, c скорость
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света [115]. Принято считать, что полевая ионизация происходит в туннельном
режиме если γK ≲ 0.5 [116]. Скорость ионизации в статическом электрическом
поле в туннельном режиме имеет вид: [38,39,117]:

WTI = ωaκ
2C2

kl

(
2

F

)2n∗−m−1

×

× (l +m)!(2l + 1)

2mm!(l −m)!
exp

(
− 2

3F

)
, (98)

C2
kl =

22n
∗

n∗Γ(n∗ + l∗ + 1)Γ(n∗ − l∗)
,

где F = E/
(
κ3Ea

)
нормированное электрическое поле, n∗ = Z/κ эффектив-

ное главное квантовое число иона, Z зарядовое число иона, κ2 = Ii/IH , IH =

mee
4/
(
2ℏ2
)
≃ 13.59843 эВ потенциал ионизации водорода, l∗ = n∗ − 1 эффек-

тивное орбитальное квантовое число, l и m орбитальное и магнитное квантовые
числа соответственно, Ea = m2

ee
5ℏ−4 ≈ 5.14224 × 109 В/см атомное электриче-

ское поле, ωa = mee
4ℏ−3 ≃ 4.13× 1016c−1 атомная частота, Γ(x) гамма-функция.

В пределе n∗ ≫ 1 формула (98) сводится к скорости ионизации, приведенной в
работе [118].

Формула (98) справедлива, когда невозмущенный уровень энергии в ато-
ме намного ниже максимума потенциального барьера. Это условие выполня-
ется, когда напряженность внешнего поля намного меньше критического поля
E ≪ Ecr = Eaκ

4/ (16Z) [119]. Для водородоподобных атомов и ионов с учетом
эффекта Штарка Ecr,H =

(
21/2 − 1

)
Ea [120]. Мы будем использовать выраже-

ние Ecr = Eaκ
4/ (16Z), так как Ecr < Ecr,H и скорость ионизации, заданная WTI ,

сильно отклоняется от результатов численного моделирования приE > Ecr [121].
Режим надбарьерной ионизации актуален, когда E > Ecr. Аналитическое

описание этого режима весьма затруднительно, поскольку для E ∼ Ecr исполь-
зование теории возмущений не справедливо. Например, аналитическая формула,
полученная в работе [122] для скоростей полевой ионизации в надбарьерном ре-
жиме не согласуется с численным решением уравнения Шредингера, зависящего
от времени в режиме E > Ecr [120].

Несколько эмпирических формул для туннельной и надбарьерной ионизации,
основанных на численном моделировании, были предложены в работах [120,121,
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123]. В работе [120] предлагается формула для скорости ионизации в виде кусоч-
но заданной функции так, чтобы WTI использовалось для E ≤ ETIQ ∼ Ecr, а
для области E > ETIQ предлагается следующая квадратичная зависимость для
скорости ионизации от поля:

WQ(E) = 2.4ωa(E/Ea)
2, (99)

где ETIQ пороговое электрическое поле, определяемое условием непрерывности
W (E), т.е. WTI(ETIQ) = WQ(ETIQ). Другие эмпирические формулы, обеспечи-
вающие непрерывный переход между туннельным и надбарьерным режимами
представлены в работах [121,123].

Предложенные формулы для скорости ионизации становятся неточными в
пределе очень высокого поля. Например, согласно моделированию TDSE, зави-
симости скорости ионизации от напряженности поля близка к линейной, а не
к квадратичной при E > 0.4Ea ≫ Ecr [124]. Формула, предложенная в рабо-
те [121] предсказывает уменьшение скорости ионизации в пределе E ≫ Ecr, что
не согласуется с численным моделированием [123]. Вместе с этим, формула для
скорости ионизации справедливая для E ≫ Ecr, необходима для анализа поле-
вой ионизации при интенсивности лазерного излучения выше 1023 Вт/см2, когда
возможно каскадирование КЭД. Например, уравнение (98) для туннельной иони-
зации предсказывает, что 90% ионизации в He в электрическом поле

E(t) = a
mcωL

e
sin (ωLt) sin

2

(
t

T

)
(100)

происходит, когда напряженность лазерного поля достигает значения E ≈ 4Ecr

(см. рис. 9), где 0 ≤ t ≤ 20λ/c, a = 500, ωL = 2πc/λ, T = 40λ/c, λ = 1

мкм есть длина волны лазера. Вероятность того, что He не будет ионизирован,
можно рассчитать следующим образом P (t) = 1 − exp

{
−
∫ t

−∞WTI [|E (τ)|]dτ
}

.
Скорость ионизации, определяемая уравнением (98), по величине больше, чем
значение рассчитанное числено для E ≫ Ecr [120, 121]. Поэтому 90% ионизация
Не будет достигаться даже на более высоких полях, чем 4Ecr.

В пределе экстремально сильного лазерного поля, полем иона можно пре-
небречь, а электроны внутри иона можно считать несвязанными, при быстром
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Рис. 9: Зависимость лазерного поля от времени (кривая 1) и вероятность не
ионизации для атома гелия как функция времени (2-4). Вероятности посчитаны
интегрируя WTI (кривая 4), WPW (кривая 3), а также скорость ионизации из
работы [121] (кривая 2).
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включения лазерного поля. Поле иона с зарядом Z в точке, где находится внеш-
ний электрон можно оценить как Ei(r0) ≃ eZ/r20 = 16Ecr в начале ионизации, где
r0 ≃ aBZ/κ

2 = 4rm(Ecr) есть радиус орбиты электрона с потенциалом ионизации
Ii, rm(E) = (eZ/E)1/2 есть положение максимума потенциального барьера для
электрона в ионном поле и внешнем электрическом поле E и aB = ℏ2/(mec

2) есть
радиус Бора. Поэтому, полем ионов можно пренебречь, если E ≫ 16Ecr. Одна-
ко, 16Ecr это максимальное значение ионного поля, которое ощущает электрон
во время ионизации. В качестве условия, при котором можно пренебречь ион-
ным полем, можно принять E ≫ Ecr, поскольку в этом пределе ионизационная
энергия намного выше максимума потенциального барьера.

Время ионизации можно оценить из модели свободного электрона как время,
необходимое для ускорения электрона от энергии атомного уровня εe = −Ii в
континуум εe = 0 так, что Ii = mec

2
[(
1 + a2ω2

Lτ
2
i

)1/2 − 1
]
, где εe есть энергия

электрона, τi время ионизации, а amcωL/e = E есть внешнее электрическое поле,
ускоряющее электрон. Поэтому, скорость ионизации в пределе очень сильного по-

ля можно оценить следующим образом:WL ≈ τ−1
i = ωLa

[(
1 + Ii/mec

2
)2 − 1

]−1/2

.
Пренебрегая релятивистскими поправками (Ii ≪ mec

2), мы можем получить ли-
нейную зависимость скорости ионизации от электрического поля:

WL(E) ≈ ωLa

√
mec2

2Ii
= ωa

E

Ea

√
IH
Ii

(101)

Наконец, строя кусочно заданную функцию для скорости полевой ионизации,
можно расширить ее до области сверхсильного электрического поля, когда по-
тенциальный барьер сильно подавлен:

WPW (E) =

WTI(E), if E ≤ ETIL,

WL(E), if E > ETIL,
(102)

где значениеETIL есть пороговое электрическое поле, получающееся как решение
трансцендентного уравнения WTI(E) = WL(E).

Интересно отметить, что согласно расчетам в данной работе, пересечение
между WTI(E) и WL(E) происходит при напряженности поля ETIL ∼ Ecr для
всех благородных газов. Например, для всех 54 электронов Xe, 1.15Ecr < ETIL <

1.91Ecr. Если последние два электрона (1s1и 1s2 электронов) Xe исключены, то
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1.15Ecr < ETIL < 1.45Ecr. Формула, предложенная в работе [120], представляю-
щая из себя комбинацию WTI(E) и WQ(E) предсказывает нефизичное значение
порогового электрического поля ETIQ = 0 для ионизации 1s2 электрона He (см.
рис. 10 (a)). Также стоит отметить, что WQ(E) для водорода начинает значи-
тельно отклоняться от численных результатов в точке E = EQL ≃ 0.4Ea, где
WQ(E) пересекается с WL(E) (см. рис. 6 в работе [120] и Рис. 10 (b)).

Для того чтобы учесть многократную ионизацию за один временной шаг в
моделировании PIC кодом, используется схема, предложенная в работе [125].
Этот метод основан на решении системы дифференциальных уравнений первого
порядка, описывающих эволюцию зарядового состояния иона [126]. Уравнения
можно решить численно [127,128] или аналитически [125] в предположении, что
распределение поля и вероятности ионизации не меняются на одном шаге по вре-
мени. События ионизации моделируются численной схемой МК как случайный
процесс, в котором скорость ионизации определяется уравнением (102).

Рассмотрим алгоритм предложенный в работе [125]. Рассмотрим в некоторый
момент времени ион Ai+ (нейтральный атом при i = 0). Вероятность однократ-
ной ионизации за шаг ∆t можно записать как Pi+1 = 1 − e−Wi+1∆t, где Wi+1

есть вероятность вылета из иона (атома) (i+ 1)-ого электрона, а вероятность не
ионизации есть P̄i+1 = e−Wi+1∆t. Будем считать, что туннельная ионизация идет
за время, много меньшее лазерного периода. Назовем бесконечно малый про-
межуток времени за который происходит ионизация δt. Тогда можно записать
Pi+1 = Wi+1δt. Определим вероятность вылета одного и только одного электрона
за шаг ∆t, т.е. вероятность появления иона (если он существует) A(i+1)+. Для это-
го необходимо выполнить следующие условия: Ионизация атома не происходит
до некоторого момента t < ∆t. На интервале [t, t + δt] происходит однократная
ионизация, Ai+ → A(i+1)+ и появляется электрон. Дальнейшая ионизация, да-
же если возможна, не происходит вплоть до ∆t. Принимая все эти условия во
внимание, можно записать:

pi1 =

∆t∫
0

P̄i+1(t) Wi+1 P̄i+2(∆t− t)dt =
e−Wi+2∆t − e−Wi+1∆t

1−Wi+2/Wi+1
. (103)

Аналогичным образом можно записать вероятность k кратной ионизации иона
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Рис. 10: Скорости ионизации (a) WTL(E) (кривая 1), WPW (E) (кривая 2) и
WQ (кривая 3) и скорости предложенные в работе [121] (кривая 3) как функции
напряженности поля для ионизации одного электрона атома He. Аналогичные
выражения представлены как функции напряженности электрического поля для
атома водорода.
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Ai+ (считая, что A(i+k)+ существует):

pik =
k∑

p=1

e−Wi+1+k∆t − e−Wi+k∆t

1−Wk+i+1/Wi+k
· 1

Πk
j=1,j ̸=p (1−Wp+i/Wj+i)

, (104)

где значения i меняются от 1 до kmax − 1, а k меняется от 1 до kmax − i− 1, где
kmax есть число протонов в ядре атома. Соответственно, вероятность того, что
ион Ai+ будет полностью ионизован есть:

pikmax−1 = 1−
kmax−i+1∑

j=1

pij. (105)

Вычислив вероятности ионизации всех кратностей, можно воспользоваться
следующей схемой Монте Карло [125]. Введем функцию, которая есть сумма
вероятностей:

F i
k(∆t) =

k∑
j=0

pij(∆t), (106)

где pi0(∆t) = e−Wi+1∆t есть вероятность не ионизации за шаг ∆t. По определению
F i
kmax−i(∆t) = 1 и величина F i

k(∆) лежит в пределах от 0 до 1. Теперь мож-
но записать ход работы алгоритма. На каждом шаге по времени вычисляются
значения F i

k, по формуле (106), и необходимые значения pki , по формуле (104).
Генерируется случайное число r, равномерно распределенное от 0 до 1 и проис-
ходит проверка следующего неравенства для всех допустимых k:

F i
k−1(∆t) < r ≤ F i

k(∆t), (107)

где F i
−1(∆t) = 0. То значение k, при котором неравенство (107) выполнено, есть

число вылетевших из иона (атома) электронов на данном шаге.
Подобные алгоритмы уже использовались в [125, 129]. В работах [126, 127]

предлагается альтернативный подход к многоэлектронной ионизации. Предпола-
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гается, что ионизация происходит последовательно, и популяции для различных
степеней ионизации находятся из следующих дифференциальных уравнений:

dN i

dt
= −WiN

i,

dN i+1

dt
= WiN

i −Wi+1N
i+1,

...

dN z−1

dt
= Wz−2N

z−2 −Wz−1N
z−1,

dN z

dt
= Wz−1N

z−1,

(108)

где Wi есть скорость ионизации иона с зарядом i (атома, если i = 0), на неко-
тором шаге. Используя приближение локально постоянного поля [4], можно ска-
зать, что на каждом шаге коэффициентны Wi можно считать постоянными и
решить систему аналитически. Пусть на некотором шаге j − 1 известны популя-
ции ионных состояний N i

j−1, N
i+1
j−1, ..., N

z−1
j−1 , N

z
j−1, тогда зная поля и скорости

ионизации для каждого состояния можно записать решение для популяций ион-
ных состояний на шаге j:

N i
j = N i

j−1 exp (−Wi∆t) ,

N i+1
j =

(
N i+1

j−1 +
WiN

i
j−1

Wi −Wi+1

)
exp [−Wi+1∆t]−

WiN
i
j

Wi −Wi+1
,

N τ
j =

N τ
j−1 +

τ−1−i∑
s=0

N s
j−1

τ−1−i∏
ξ=s

(
Wξ

Wξ −Wτ

) · exp [−Wτ∆t]−

−
τ−1−i∑
s=0

N s
j

τ−1−i∏
ξ=s

(
Wξ

Wξ −Wτ

) ,

(109)

где ∆t шаг по времени, а τ меняется от i+1 до z−1. Очевидно, решать последнее
уравнение системы (108) не требуется, поскольку сумма популяций равна 1:
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z∑
s=i

N s = 1. (110)

Теперь мы можем записать алгоритм для моделирования многоэлектронной
ионизации. Генерируется случайное число r, равномерно распределенное от 0 до
1 и проверяется выполнение следующего неравенства:

k−1∑
s=i

N s < r <
k∑

s=i

N s, (111)

значение k, при котором неравенство выполнено, есть новая степень ионизации
иона. Оба алгоритма приводят к похожим результатам моделирования.

Потери на ионизацию можно учесть следующим образом. Если на шаге i

произошла ионизация некоторых состояний, суммарный потенциал ионизации
которых U , то изменение энергии поля есть:

Wi+1 −Wi = −U, (112)

где Wi есть энергия электромагнитного поля на шаге i. Изменение энергии можно
записать в виде некоторых джоулевых потерь:

Wi+1 −Wi

∆t
= −I ionEi+1/2, (113)

где введен ток, удовлетворяющий (112). Непосредственное введение такого тока
в PIC моделирование приведет в нефизичному распределению зарядов соглас-
но уравнению непрерывности. Появления такого распределения, однако, можно
избежать следующим образом. Поскольку каждый электрон рассматривается от-
дельно, можно записать ток в следующем виде:

I ion = e
∆r

∆t
= e

ri+1

∆t
, (114)
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Рис. 11: Левый график есть результат работы алгоритма, разработанного в дан-
ной работе, правый график есть результат из работы [128]. Цвет и тип линий
кривых соответствует одному и тому же типу ионов, черная точечная линия
изображает огибающую поля по интенсивности.

где ri+1 есть смещение рожденного электрона относительно иона от которого он
оторван полем. Это смещение можно вычислить следующим образом:

ri+1 =
Ei+1/2

|Ei+1/2|
U

e
= α2 λ

4π

a0

a20

U

UH
. (115)

Таким образом при рождении электрона он помещается на расстояние (115) от
соответствующего иона.

Для проверки работы ионизационного блока, было проведено сравнение ре-
зультатов с работой [128], где рассматривалась ионизация в парах железа F 21+,
при распространении лазерного импульса с гауссовой огибающей. Из-за отсут-
ствия точных выражений для поля в работе [128], полученные кривые (см. рис. 11)
совпадают с точностью до сдвига всей картины как целого.

Также было проведено сравнение с работой [129] (см. рис. 12), где авторы
рассматривали ионизацию углерода при распространении лазерного импульса с
гауссовой огибающей. Левая часть рисунка есть график, построенный в результа-
те работы блока, разработанного в данной работе, рисунок справе есть результат
авторов работы [129].
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Рис. 12: Левый график есть результат работы алгоритма, разработанного в дан-
ной работе, правый график есть результат из работы [129]. Цвет и тип линий
кривых соответствует одному и тому же типу ионов. Серая область на рисунке
справа и серая кривая на рисунке слева есть гауссова огибающая по полю.

3.2.2 Численное моделирование ионизационных процессов

Для исследования возникновения каскадов в инертных газах рассматривалась
следующая схема. Два лазерных импульса распространяются навстречу друг
другу вдоль оси x и сталкиваются в области заполненной атомами благород-
ного раза. Центры лазерных импульсов расположены в точках x0 = 16λ, y0 =

z0 = 16.5λ и x0 = 40λ, y0 = z0 = 16.5λ при t = 0 соответственно, где λ = 1

мкм. Импульсы фокусируются в точке xc = 28λ, которая является центром об-
ласти, заполненной газом. Лазерные импульсы имеют линейную поляризация
(Ez = By = 0), а y-компонента электрического поля в начальны момент t = 0
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есть:

Ey(r) = A(r) cos2

[
π
√
y2 + z2

2σ(r)

]
Υ (r) , (116)

Υ (r) = cos2
πx

2σx
cosψ(r)− λ

4σx
sinψ(r) sin

πxs
σx

,

ψ(r) = R(r)− arctan
d

xR
− arctan

xs − d

xR
,

R(r) = kL

[
xs +

(
y2 + z2

)
(xs − d)

2(xs − d)2 + 2x2R

]
,

xs = x− x0,

σ(r) =
πσ0√

2−23π2 − 4

×

[
1 +

(
ψ(r)− kLd+ arctanx−1

R d

kLxR

)2
]1/2

,

A(r) =
amcωL

e

√
x2R + d2√
x2R + x20

σ0
σ(r)

π√
2−23π2 − 4

,

где a = 500 есть амплитуда лазерного импульса, σx = 8
√
2πλ есть длина им-

пульса, d = 12λ расстояние от центра импульса до центра области моделиро-
вания, xR = πσ20/λ, σ0 = 3λ, kL = 2π/λ. Остальные компоненты электриче-
ских и магнитных полей при t = 0 можно рассчитать из уравнений Максвелла
∇ · E = ∇ ·B = 0.

Плотность газа выбирается менее 1016см−3, чтобы столкновительными эф-
фектами (столкновительная ионизация, тормозное излучение), на характерных
временах моделирования, можно было пренебречь. Затравочные электроны для
запуска каскада образуются за счет полевой ионизации атомов газа. Для изу-
чения вклада электронов в различных атомных оболочках, плотности газов вы-
бираются обратно пропорциональными атомным номерам так, что число элек-
тронов, образовавшихся после полной ионизации, одинаково для всех газов. На-
пример, плотность He составляет 9.03× 1015cm−3 в расчетах, что в 27 раз выше,
чем плотность Xe, 3.35 × 1014cm−3. Следовательно, в случае полной ионизации
атомов, колличество образующихся при ионизации электронов для обоих газов
одинаковы.

Рассмотрим развитие КЭД каскада в He. Объем газовой области в моделиро-
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Рис. 13: Число пар в каскаде как функция размера газовой области вдоль x для
Не (кривая 1) и для Xe (кривая 2), и вдоль y (кривая 3 для Не, кривая 4 Xe).

вании имеет длину 40λ по оси x (8λ ≤ x ≤ 48λ) и 5λ по оси y (14λ ≤ y ≤ 19λ) и
оси z (14λ ≤ z ≤ 19λ). Дальнейшее расширение объема газа во всех направлени-
ях не увеличивает число пары, образующееся в каскадах (см. рис. 13). Плотность
газа составляет 9.03× 1015cm−3.

Распределения электронов, позитронов, ионов и поля Ey показаны на рис. 14
в разные моменты времени. Центры импульсов пересекаются в x = 28λ при
t = 18λ/c. Встречные лазерные импульсы создают структуру поля, которая
близка к линейно поляризованной стоячей волне вблизи x = 28λ. В случае с
Не полная ионизация атомов происходит уже на фронте лазерного импульса.
При t ≥ 10λ/c газ полностью ионизирован и новые электроны не появляют-
ся. Большая часть образовавшихся электронов выталкивается пондеромоторной
силой лазерного импульса из области высокой интенсивности в поперечном на-
правлении и, как следствие, не участвует в развитии каскада. Небольшая часть
электронов движется вместе с лазерными импульсами, образуя тем самым два
встречных релятивистских сгустка (см. рис. 14(a)), которые в последствии стал-
киваются с распространяющимся навстречу лазерным импульсом. Часть элек-
тронов из сгустка захватываются узлами стоячей волны, соответствующими ми-

73



нимуму пондеромоторного потенциала (см. рис. 14(b)) [29,130,131].
Типичные траектории захваченных электронов, находящихся в течение дли-

тельного времени время в области, близкой к максимуму лазерного поля (x =

28λ, y = 16.5λ, z = 16.5λ), и вылетевшие за счет пондеромоторной силы элек-
троны показаны на рис. 15. Из численного моделирования следует, что большая
часть электрон-позитронной плазмы эффективно производится за интервал вре-
мени 12λ/c ≤ t ≤ 23λ/c. Пик плотности ионов также приходится на узлы вол-
ны, поскольку там накапливается нескомпенсированный отрицательный заряд
за счет электронов, притягивающих ионы (см. рис. 14(d)).

Плотность атомов Xe в моделировании составляет 3.35 × 1014cm−3 что в 27

раз меньше плотности He, так что число атомных электронов в объеме газа при
полной ионизации одинаково для обоих газов. Развитие каскада в Xe показано
на рис. 15. Аналогично случаю с He, часть электронов, вылетающих с внешней
оболочки атомов Xe на фронтах лазерных импульсов образуют встречные сгуст-
ки (см. рис. 16(a)). Электроны сгустка захватываются в узлах стоячей волны
вблизи x = 28λ, где центры лазерных импульсов пересекаются друг с другом
(см. рис. 16(b)).

В отличие от He, в данном случае электроны продолжают появляться за
счет полевой ионизация даже после прохождения лазерным импульсом точки
(t ≥ 18λ/c), поскольку потенциал ионизации электронов внутренней оболочки
Xe примерно на 3 порядка выше, чем для He. Некоторые траектории 2s1 элек-
тронов Xe показаны на рис. 17, часть электронов с внутренних оболочек вылетает
из области высокого поля, в то время как другие электроны внутренней оболочки
совершают колебания в сильном лазерном поле в течение длительного времени
и излучают фотоны высокой энергии. Из рис. 16 следует, что, как и для He,
плотность электронов, позитронов и ионов также достигает максимума в узлах
стоячей волны, образующейся вблизи центра газового объема.

Эволюция населенности электронов внутренних оболочек и популяции вы-
соко зарядных ионов показана на рис. 19, где видно, что ионы с наибольшим
зарядом Xe +52 образуются только в области пересечения лазерных импульсов.
Скорость ионизации атомов для внутренних оболочек и скорость рождения по-
зитронов существенны при 7λ/c < t < 22λ/c, когда лазерное поле максимально.
Следовательно, каскад в Xe может быть инициирован не только электронами
внешних оболочек, захваченных стоячей волной, но и электронами с внутренних
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Рис. 14: Распределение электронов (зеленые точки), позитронов (желтые точки)
и компоненты поля Ey (синие и красные области) в плоскости xy в момент (a)
t = 8λ/c, (b) t = 15λ/c и (с) t = 18λ/c. Распределение (d) ионов He в плоскости
xy в момент времени t = 18λ/c.
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Рис. 15: Типичные траектории электронов, вылетающих с оболочек атома He, и
вымываемые пондеромоторной силой (кривая 1). Траектории, захваченных элек-
тронов, которые находятся долгое время в области большого поля (кривые 2 и
3).
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Рис. 16: Распределение электронов (зеленые точки), позитронов (желтые точки)
и компоненты поля Ey (синие и красные области) в плоскости xy в момент (a)
t = 8λ/c, (b) t = 15λ/c и (с) t = 18λ/c для атома Xe. Распределение (d) ионов
Xe в плоскости xy в момент времени t = 18λ/c (серые области) и электронов с
нижней оболочки 2s1 (зеленые точки).
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Рис. 17: Типичные траектории электронов вылетающих с оболочки 2s1 атома
Xe, вымываемые пондеромоторной силой (кривая 1) и захваченные, которые на-
ходятся долгое время в области большого поля (кривые 2 и 3).
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оболочек, возникающих, когда лазерное поле становится достаточно сильным.
Число пар в зависимости от времени во всех благородных газах показано на

рис. 18. Плотности газов нормированы на атомные номера так, чтобы плотности
электронов при полной ионизации атомов были одинаковыми для всех газов.
Плотности газов He, Ne, Ar, Kr и Xe составляют 9.03×1015cm−3, 1.81×1015cм−3,
1015cm−3, 5.02 × 1014cm−3 и 3.34 × 1014cm−3 соответственно. Объем газа имеет
длину 5λ/c и ширину 5λ/c. Из рис. 13 видно, что отношение Np(Xe)/Np(He)

практически не меняется с увеличением объема. Таким образом, можно ожидать,
что соотношение числа позитронов, представленное на рис. 18 для инертных
газов, будет аналогичным для макроскопической газовой мишени (L ≫ 40λ/c).
Несмотря на тот факт, что плотность Xe в 27 раз меньше, чем He, количество
пар, образующихся в Xe, примерно в 2 раза больше, чем в He. Поэтому электроны
внутренних оболочек играют важную роль в инициации каскада КЭД. Спектры
электронов и фотонов, образующихся в каскаде в He и Xe показаны на рис. 20.
Энергия частиц образующихся в Xe несколько выше чем в He.

3.2.3 Заключение и обсуждение результатов

Получена удобная феноменологическая формула для скорости полевой иониза-
ции, охватывающая весь необходимый диапазон напряженности лазерного поля.
Формула основана на комбинировании известного выражения для туннельной
ионизации в пределе малых интенсивностей [38,39,117,118] и формулы для скоро-
сти ионизации в предельно сильного поля, когда зависимость от электрического
поля линейная. Полученная линейная связь находится в качественном согласии
с численными расчетами TDSE для водорода [124], если E ≫ Ecr. Однако, необ-
ходима более детальная проверка предложенной формулы.

Исследованы КЭД каскады в благородных газах. Показано, что существуют
два основных механизма образования затравочных электронов и инициирования
каскада в газах с высоким Z, таких, как Ar, Kr и Xe. Попадание электронов с
внешней оболочки, распространяющихся вместе с импульсами в область силь-
ного поля, и вылет электронов внутренних оболочек, происходящий в момент
пересечения импульсов и возникновения сильного поля. Потенциалы ионизации
уровней 2s1и 2s2 Xe составляют около 10 кэВ. Эти электроны могут покинуть
ион только при очень высокой напряженности поля. В газах с низким Z, таких,
как Ne и Не возможен только первый механизм. Эти газы полностью ионизи-
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Рис. 18: Число электрон-позитронных пар как функция времени для He, Ne, Ar,
Kr, Xe.
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Рис. 19: Число ионов с большим зарядом, скорости ионизации для внутренних
оболочек и скорость рождения позитронов как функции времени в Xe.
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Рис. 20: Спектры фотонов в He (пунктирная синяя линия) и для Xe (синяя
линия), спектры электронов в He (пунктирная зеленая линия) и в Xe (сплошная
зеленая линия).
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руются еще на фронте лазерного импульса. Большинство электронов выталки-
ваются пондеромоторной силой лазерного импульса из области интенсивности и
не участвуют в инициации каскад. Небольшая часть образовавшихся электронов
движется вместе с лазерными импульсами вплоть до момента времени, когда
импульсы пересекаются, и лазерное поле становится достаточно сильным для
каскадирования.

Первый механизм обсуждается в [29], где захват электронов в каскадной об-
ласти наблюдался в численном моделировании. Показано, что часть затравочных
электронов доживает до пересечения импульсов и захватывается вблизи узлов
электрического поля стоячей волны, образованной встречными импульсами. Вто-
рой механизм обсуждается в работе. [33], где ионизация включена в моделиро-
вание каскада. Однако модель ионизации, используемая там, является слишком
упрощенной. В этой модели не учитывается вероятностный характер ионизации
и многократная ионизация электронов с разных оболочек атомов с высоким Z.
Более того, согласно предложенной там модели, все электроны атома покидают
его одновременно. В настоящей диссертации используется вероятностное опи-
сание полевой ионизации. Эта модель позволяет проанализировать роль обоих
механизмов. Из моделирований, выполненных в данной работе, следует, что в
газах с высоким Z, таких, как Ar, Kr и Xe, оба механизма важны для инициа-
лизации каскада: электроны внешней оболочки участвуют в первом механизме,
а электроны внутренней оболочки - во втором. Сравнивая рождение пар в He
и Xe (см. рис. 13 и 18), можно заключить, что электроны внутренних оболочек
Xe увеличивают рождение пар примерно в 2 раза для рассматриваемой обла-
сти параметров, несмотря на тот факт, что плотность Xe в 27 раз меньше, чем
He. Результат получен, когда пиковая напряженность лазерного поля 2a = 1000

близка к пороговому значению каскада.
КЭД каскад развивается в результате цепных реакций испускания фотонов

электроном в лазерном поле (обратное комптоновское рассеяние) и за счет фото-
рождения пар при рассеянии фотонов в лазерном поле (процесс Брейта-Уилера).
Однако высокоэнергетические фотоны и пары могут также рождаться в ходе
столкновительных процессов, которыми в моделировании пренебрегается. Фото-
ны могут испускаться при рассеянии электронов на ионных или атомных ядрах
(тормозное излучение), в то время как электрон-позитронная пара может по-
явиться при распаде фотона высокой энергии, взаимодействующего с ионным
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или атомным ядром.
Рассмотрим сначала вклад тормозного излучения в каскад. Полное сечение

тормозного излучения в пределе εe ≫ ε′e ≫ mec
2
e σbr =

(
25/2/3

)
Z2αr2eγ

1/2
e , где

εe и ε′e есть энергия электрона до и после рассеяния на ионе, соответственно
γe = εe/

(
mec

2
)

есть релятивистский гамма-фактор электрона, α = e2/ (cℏ) ≈
1/137 есть постоянная тонкой структуры, re = e2/

(
mec

2
)
≃ 2.82 × 10−13 см

есть классический радиус электрона [91]. Число фотонов тормозного излучения
можно оценить следующим образом: Nbph ≃ neNicσbrτc, где ne есть плотность
релятивистских электронов, Ni количество ионов в объеме каскада и τc про-
должительность каскада. В моделировании объем каскада Vc ∼ 5λ × 5λ × 5λ

и его длительность τc ≃ 7λ/c (см. рис. 19). Для случая полной ионизации га-
за Xe с Z = 54 и ng = 3.34 × 1014 см−3 получаем ne = Zng ≃ 1.8 × 1016 см−3,
Ni = ngVc ≃ 4.18×104 и Nbph ≃ 9.51×10−5, где средний гамма-фактор электрона
γe ≃ 103. Отсюда следует, что количество фотонов тормозного излучения прене-
брежимо мало по сравнению с количеством каскадных фотонов (Nph > 105).

Число электрон-позитронных пар, создаваемых высокоэнергетическими фо-
тонами вблизи ядер можно оценить следующим образом: Nnpair ≃ nphNicσnpairτc,
где σbr ≃ (28/9)Z2αr2e

[
ln
(
2εph/mec

2
)
− (109/42)− 1.2 (αZ)2

]
есть сечение обра-

зования пар вблизи ядер в релятивистском пределе (εe,ph ≫ mec
2) и nph = Nph/Vc

есть плотность фотонов в объеме каскада [91]. Из моделирования следует, что
количество фотонов высокой энергии (εph > 1 МэВ) Nph < 106, поэтому количе-
ство созданных пар фотонами вблизи ядер составляет Nnpair < 10−5, что намного
меньше количество пар, образующихся в каскаде Npair > 104.

Вклад столкновительной ионизации также можно оценить аналогичным спо-
собом. Сечение ударной ионизации для релятивистских электронов можно оце-
нить как σci ≃

(
27/2π1/2/3

)
Z2αr2eL, где L есть кулоновский логарифм [132]. Да-

же для очень большого значение L = 20 количество электронов, образующихся
в результате столкновительной ионизация Ne,ci = neNicσciτc ≃ 0.016 составля-
ет число, намного меньшее, чем количество электронов, созданных в результате
полевой ионизации Ne ≫ Ni > 104 в каскаде. Таким образом, столкновительной
ионизацией можно пренебречь для рассматриваемых параметров.

Электроны также могут возникать при столкновении фотонов высокой энер-
гии с атомами или частично ионизированными ионами (это так называемый эф-
фект фотоионизация, схожий с фотоэффектом, при котором электрон вылетает
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из атома при поглощении атомом налетающего фотона). Этот эффект однофо-
тонной ионизации не входит в нашу численную схему для полевой ионизации.
Сечение для процесса фотоионизации для фотонов с энергией εph < mec

2 не пре-
вышает σphe < 10−19cm −2 [133]. Из рис. 20 следует, что средняя энергия каскад-
ных фотонов больше 100 МэВ, а фотоны с энергией εph < mec

2 принадлежат низ-
коэнергетической части спектра. Количество фотонов, излучаемых электроном,
движущимся в лазерном поле, на единицу времени можно оценить следующим
образом: dNph/dεph = ε−1

ph dI/dεph и dNph/dεph ≃ ω−1
L 0, 021αaSχ

2/3
e γ

−4/3
e

(
εph/mec

2
)−2/3,

где используется приближенное выражение для низкоэнергетической части син-
хротронного спектра, dI/dεph есть спектр синхротронного излучения [7] и aS =

mec
2/ℏωL. Количество низкоэнергетических фотонов, испускаемых при развитии

каскада можно оценить как Nph

(
εph < mec

2
)
≃ 0.063αaSχ

2/3
e γ

−4/3
e (ωLτc) ≃ 4, где

χe ≃ 10 взято из моделирования. Число электронов, созданных за счет эффекта
фотоионизации в области развития каскада при Ne,phe = (Nph/Vc)Nicσpheτc ≃
10−7, что намного меньше, чем число электронов, созданных полевой ионизаци-
ей Ne ≫ Ni > 104. Таким образом, фотоионизационный эффект можно также не
учитывать в рассматриваемой задаче. Потери, связанные с ионизацией, также
не учитываются при моделировании, поскольку энергия ионизации (< 0.1mec

2)
на несколько порядков меньше средней энергии электронов в лазерном поле
(∼ 103mec

2).
Также показано, что Xe лучше всего подходит для инициации КЭД каскада

среди благородных газов.

3.3 Вычисление скорости роста КЭД каскадов во враща-

ющемся поле

3.3.1 Кинетическая модель

Рассмотрим задачу о формировании КЭД каскада во вращающемся электриче-
ском поле. Такая конфигурация поля появляется при столкновении двух лазер-
ных импульсов с круговой поляризацией в нулях машнитного поля результиру-
ющей стоячей волны. В данном разделе будет использоваться следующая нор-
мировка. Электрическое и магнитное поля нормированы на mcω/e, где ω есть
ведущая частота лазерного поля. Скорости частицы нормированы на c, импуль-
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сы частицы на mc и энергия на mc2. Время нормированно на 1/ω, а координаты
на c/ω. Динамика КЭД каскада может быть описана используя кинетические
уравнения для электронов, позитронов и гамма-квантов с учетом КЭД эффек-
тов [27,32]:

∂tfe,p+∇r

(
p

γ
fe,p

)
+∇p(F fe,p) =

∫
d3p̄fph(r, p̄, t)wp(p̄ → p)+

+

∫
d3p̄fe,p(r, p̄, t) [wr(p̄ → p̄− p)− wr(p → p− p̄)] ,

(117)

∂tfph +∇r

(
p

γ
fph

)
= −fph(r,p, t)

∫
d3p̄wp(p → p̄)+

+

∫
d3p̄ [fe(r, p̄, t) + fp(r, p̄, t)]wr(p̄ → p),

(118)

где fe, fp, fph функции распределения электронов, протонов и фотонов соответ-
ственно. Для функций распределения выбрана следующая нормировка:∫

fe,p,ph(r,p, t)d
3pd3r = Ne,p,ph(t), (119)

где Ne, Np, Nph число электронов, протонов и фотонов соответственно, а F L =

E + p × B/(γc) есть сила Лоренца, действующая на лептон c импульсом p.
Функция wr(p− p̄) есть дифференциальная вероятность в единицу времени из-
лучения лептоном фотона с импульсом p − p̄, а функция wp есть вероятность
распада фотона с импульсом p на электрон импульсом p̄ и протон с импульсом
p− p̄. Предполагается, что излучение происходит строго вперед и зависимостью
от угла принебрегается. Для ультрарелятивистской частицы такое приближение
выполянется с хорошей точностью, поскольку все излучение заключено в конусе
с углом раствора ∼ 1/γ ≪ 1. Уравнения (117), (118) представляют собой пол-
ную систему уравнений, описывающую эволюцию функций распределения КЭД
каскада. Правая часть уравнений (117), (118) описывает испускание фотонов и
рождение пар. Первое слагаемое в правой части уравнения (117) характеризу-
ет рождение лептона с импульсом p при распаде фотонов с импульсом p′ > p,
второе и третье слагаемые описывают, соответственно, увеличение и уменьше-
ние числа электронов с импульсом p из-за испускания фотона. Первый член в
правой части уравнения (118) характеризует распад фотона, а два последних
слагаемых описывают испускание новых фотонов электронами и позитронами.
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Дифференциальная скорость вероятности wr может быть записана через веро-
ятность в единицу времени излучения фотона с энергией, лежащей в диапазоне
[εph, εph+dεph], заданную уравнением (4). Аналогично для вероятности рождения
пар wp [27]:

wr(p → p̄) =

∫ ∞

0

dε
dWrad(p, ε)

dε
δ

(
p̄− ε

p

p

)
, (120)

wp(p → p̄) =

∫ ∞

0

dε
dWpair(p, ε)

dε
δ

(
p̄− ε

p

p

)
, (121)

dWrad(p, εph)

dε
= − α

as p2

[∫ ∞

κ(εph)

Ai(ξ)dξ + χ(p)2/3Ai′(κ(εph,p))ρr(εph, p)

]
, (122)

dWpair(p, εl)

dε
= − α

as p2

[∫ ∞

κ̂(εl)

Ai(ξ)dξ + κ(p)2/3Ai′(κ̂(εl,p))ρr(εl, p)
]
, (123)

κ(εph,p) =

(
εph

(p− εph)χ(p)

)2/3

, (124)

κ̂(εl,p) =

(
p2

(p− εl)εlκ(p)

)2/3

, (125)

ρr(εph, p) = 2

(
p− εph
εph

)2/3

+
εph
p

(
εph

p− εph

)1/3

(126)

ρp(εl, p) = 2

(
εl
p− εph
εph

)2/3

− εph
p

(
p2

εl(p− εph)

)1/3

, (127)

где Ai(ξ) = 1/π
∫∞
0 cos(ξ3/3 + ξx)dξ и Ai′(ξ) есть функция Эйри и ее производ-

ная соответственно, v есть скорость лептона, и n – это единичный вектор вдоль
направления распространения фотона, as = eBcr/mcω есть нормированное кри-
тическое поле. Поля E, B нормированы на mcω/e, где ω есть частота лазерного
поля. Дельта функции в уравнениях (120) и (121) означают, что фотон испуска-
ется вдоль импульса лептона и электрон-позитронная пара рождается с импуль-
сом вдоль волнового вектора фотона. Выражение (122) аналогично выражению
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(4) записаному через функции Эйри. Функции wr и wp можно выразить через
полные вероятности в единицу времени излучения фотона Wrad и рождения пар
Wpair:

Wrad =

∫ ∞

0

dε
dWrad(p, ε)

dε
=

∫
dp̂wr(p → p̂), (128)

Wpair =

∫ ∞

0

dε
dWpair(p, ε)

dε
=

∫
dp̂wp(p → p̂), (129)

В соответствии с законом сохранения энергии: wr,p(p → p̂) = 0 для p̂ > p и
dWrad(p, ε)/dε = dWpair(p, ε)/dε = 0 для ε > p.

3.3.2 Динамика электронов и позитронов

Чтобы упростить (117) будем предполагать, что динамика лептонов описывается
силой реакции излучения в форме Ландау-Лифшица с учетом КЭД поправок
[13, 134, 135]. В этом случае два последних слагаемых в (117) можно записать в
следующем виде:

∂tfe,p +∇r

(
p

γ
fe,p

)
+∇r ((F l − vFR)fe,p) ≈

∫
dp̂fph(r, p̂, t)wp(p̂− p). (130)

Если принебречь рождением пар (fph = 0) и КЭД поправками (χ = 0), то урав-
нение (130) упрощается:

∂tfe,p + v · ∂rfe,p + (F L − vFR) · ∂pfe,p ≈ fe,p
4FR

εl
, (131)

где FR ≈ µε2l ((E + v ×B)2 − (v · E)2) есть основное слагаемое в силе реакции
излучения и µ = 2e2ω/(3 mc3). Учет трения приводит к несохранению фазового
объема [130, 136]. Можно показать, что ∂(vFR)/∂p ≈ 4FR/γ в пределе ε ≫ 1, а
оставшиеся слагаемые порядка ε2l . Тогда можно записать:

Frµ
−1ε−2

l = (E + v ×B)2 − (v ·E)2 =

= E2 + 2E · (v ×B) + (v ×B)2 − (v ×E)2 ≈
≈ (v ×E)2 + (v ×B)2 − 2v · (E ×B),

(132)

где слагаемое (1− υ2)E2 ≈ E2γ−2 отброшено. Полученное выражение совпадает
с 4−1µ−1γ−1∂(vFR)/∂p посчитанным в работах [130,136].
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Кинетическое уравнение (131) может быть решено методом характеристик.
Решение кинетического уравнения для вращающегося электрического поля мож-
но записать в следующей форме:

fe,p =
N∑
i=1

δ(r − ri(t)δ(p− pi(t)), (133)

где ri(t) и pi(t) траектории лептона во вращающемся поле:

E(t) = a0(ex sin(ωt) + ey cos(ωt)). (134)

Это можно проверить, подставив (133) в (131) с учетом равенства xδ(x)′ = −δ(x).
Суммирование по индексам i означает суммирование по начальным положениям
электронов r0.

В работах [13, 130, 134, 136] было показано, что из-за радиационного трения
траектории лептонов во вращающемся поле притягиваются к асимптотической
стационарной траектории:

rZ
i (t) = ex sin(ωt+ ϕ) + ey cos(ωt+ ϕ), (135)

pZ
i (t) = εl(ex cos(ωt+ ϕ)− ey sin(ωt+ ϕ)). (136)

Энергия лептона εl есть решение уравнения [13,134,137]:

ε2l + µ2ε8l − a20 = 0, (137)

где µ = 2ωe2/3mc3. Уравнение для энергии электрона с КЭД поправками:

ε2l + µ2ε8l G
2(χ)− a20 = 0, (138)

χ =
ε2l
as
, (139)

где

G(χ) = −
∫ ∞

0

dx
3 + 1.25 χx3/2 + 3x3

(1 + χ x3/2)4
Ai′(x)x (140)

есть отношение полной интенсивности излучения фотона в КЭД режиме к клас-
сической полной интенсивности G(χ) = I(χ)/I(χ = 0).
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Далее сделаны следующие предположения:

1. fe,p,ph(r,p, t) ≈ exp(Γt)fe,p,ph(r,p)

2. Распределение по импульсам для лептонов узкое: fe,p ≈ ne,p(r)δ(p− pZ)

3. Поля и функции распределения не зависят от координат y и z

4. Плотности электронов и позитронов одного порядка: ne ≈ np

5. Движение лептона подавлено в направлении, перпендикулярном плоскости
вращения

3.3.3 Скорость роста каскада

Согласно уравнению (136) pZ не зависит от начальных условий, и зависит только
от локальной силы поля. Интегрируя (130) по p можно получить уравнение для
электронов и позитронов:

Γne,p =

∫
dpdp̂fph(x, p̂)wp(p̂ → p) =

∫
dp̂fph(x, p̂)Wpair(χ(p̂)), (141)

где использовалось уравнение (129) для получения правой части. Уравнения
(118) можно перезаписать в следующем виде:

Γfph +Wpairfph =

∫
dp̂ [fe(x, p̂) + fp(x, p̂)]wr(p̂ → p) ≈

≈ 2np

∫
dε
dWrad(p

Z , ε)

dε
δ

(
p− ε

pZ

pZ
ε

)
,

(142)

где использовались уравнения (120)-(127).
Решая уравнение (142) для fph, подставляя результат в уравнение (141) и

интегрируя по p̂, можно получить выражения для скорости роста каскада:

Γ ≈ 2

∫ ∞

0

dε
Wpair(κ(εp

Z

pZ ))

Γ +Wpair(χpair(ε
pZ

pZ ))

dWpair(p
Z , ε)

dε
(143)

Полученное выражение похоже на выражение (10) в работе [41]. Однако, в
модели, предложенной в работе [41], пренебрегается реакцией излучения в вычис-
лении pl, χ и dWrad/dε. В результате Γ переоценивается для сильных лазерных

90



полей (a0 ≳ 400), где эта сила оказывает существенное влияние. В модели, ис-
пользуемой в данной работе для вычисления Γ, используются асимптотические
траектории которые получаются, если учитывать силу реакции излучения. Ес-
ли аппроксимировать Wrad и Wpair некими средними константными значениями
Ŵrad,pair, то уравнение (143) можно привести к выражению (20), полученному
в [138].

Поскольку средняя вероятность рождения фотона выше, чем средняя вероят-
ность распада фотона в квантовом каскаде, то можно положить Γ ≫ Wpair [138]
и уравнение (143) можно существенно упростить:

Γ2 ≈ 2

∫ ∞

0

dε
dWrad(p

Z , ε)

dε
Wpair

(
κ
(
ε
pZ

pZ

))
(144)

что выглядит аналогично уравнению (11) в работе [41], если пренебречь реак-
цией излучения. Также результат согласуется с уравненем (20) в [138] для Γ в
пределе Ŵrad ≫ Ŵpair где Wpair и Wrad аппроксимированы, как упоминалось
ранне, некоторыми постоянными средними значениями. В модели предлагаемой
в [6, 138] предполагается, что лептоны теряют практически всю энергию после
излучения. Такой сценарий подходит для экстремально сильных полей a0 > 104

(см. рис. 3а в [41]). Модель, предложенная в данной диссертации, подходит, в
основном, для полей 400 < a0 < 104, когда лептон теряет энергию маленьки-
ми порциями εph ≪ εl и классическое описание динамики лептонов с реакци-
ей излучения уместно. Заметим, что уравнение (144) можно рассматривать как
свёртку спектра фотона dWrad/dε и вероятности рождения пар Wpair. Это го-
ворит о том, что маленькая часть фотонов, находящаяся в высокоэнергичной
области спектра, является достаточной, чтобы инициировать каскад, поскольку
Wpair экспоненциально увеличивается с ростом энергии фотона.

Дальнейшее упрощение уравнения (144) может быть сделано в пределе κ ≪ 1

и s/(1− s) ≫ χ где s = εph/εl. В этом пределе Wpair переходит в [7]:

Wpair ≈ 0.23
αasκ
εph

exp

(
−8

3

1

κ

)
. (145)

Учитывая только высокоэнергичная часть спектра фотонов, можно записать
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[139]:
dWrad

dεph
≈ αasχ

1/2

6
√
πε2l

1− s+ s2√
s(1− s)

exp

(
− 2s

3(1− s)χ

)
. (146)

Из уравнения (2) получаем κ ≈ κmax = a0εph/as = a0sεl/as. Следовательно,
уравнение (144) можно упростить

Γ2 ≈ C
χ1/2

εl

∫ 1

0

A(s) exp (B(s, χ, εl)) ds, (147)

A(s) =
1− s+ s2√
s(1− s)

, (148)

B(s, χ, εl) = − 2s

3(1− s)χ
− 8as

3a0 s εl
(149)

C =
31/2α2a0
29/2π1/2as

(150)

Из уравнения (149) видно, что B(s) = −∞ и d(Γ2)/ds = 0 для s = 0 (εph = 0)
и s = 1 (εph = εl). Чтобы оценить интеграл в (147), можно использовать метод
перевала. Основной вклад в интеграл приходится с окрестности точки s = s0,
соответствующей dB/ds = 0. Решением последнего уравнения является s0 =

ϵ/(1 + ϵ), 0 ≤ s0 ≤ 1 где ϵ2 = 4χ/a0ηεl. Уравнение (147) можно перезаписать:

Γ2 ≈ CA(s0) exp [B(s0)]

∫ +∞

−∞
exp(B”(s0)(s− s0)2/2)ds =

= CA(s0)

√
2π

B”(s0)
expB(s0) =

= C
√

3π/2
χ

εl

1 + ϵ+ ϵ2

(1 + ϵ)ϵ1/2
exp

(
−2ϵ(2 + ϵ)

2χ

) (151)

Параметры ϵ и χ могут быть посчитаны из (138) и (139):

ϵ ≈ 2(a30µ)
−1/8. (152)

Дальшейшее упрощение сложно, поскольку ϵ ∼ 1.

92



Рис. 21: Скорость роста каскада во вращающемся электрическом поле и ампли-
туда поля в логарифмическом (a) и в линейном (b) масштабах. Скорость роста
находится численно (красные точки) и аналитически (черная кривая).

93



3.3.4 Проверка и обсуждение результатов

Для проверки полученных выражений для скорости роста каскада во вращаю-
щемся электрическом поле было проведено численное моделирование с использо-
ванием PIC кода. Частота вращения электрического поля есть 2πc/λ, где длина
волны выбиралась 1 мкм. Результаты моделирования представлены на рисунке
21. Из рисунка 21 видно, что аналитические результаты качественно согласуются
с результатами численного моделирования. Отличие аналитических результатов
от численных при большом значении a0 вызвано упрощением функции распре-
деления лептонов. Из численного моделирования, проведенного в работе [108],
следует, что в энергетический спектр лептонов в аналогичной задаче имеет суще-
ственный разброс, что следует учитывать для более точного описания скорости
роста каскада при больших полях.
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4 Динамика спина заряженных частиц в сильном
лазерном поле

Достигнутые на лазерных установках некоторое время назад мощности в 10

Пвт [17, 18, 26] сподвигли новую волну обсуждений динамики спиновых степе-
ней свободы при взаимодействии сильного лазерного излучения с веществом,
в частности пучков заряженных частиц [68, 69]. Особый интерес представляет
генерация поляризованных пучков электронов. Поляризованные электроны ис-
пользуются для получения поляризованных фотонов [140] и протонных поляри-
зованных пучков [141], которые используются для материаловедения (исследова-
ния твердых тел) [142]. Одним из основных применений поляризованных пучков
является проверка сильнополевой КЭД и исследование физики за пределами
Стандартной модели [84].

В данной главе исследуется излучение электрона в постоянном магнитном по-
ле с учетом спиновых степеней свободы. Для аналитического описания использу-
ется модель непрерывных радиационных потерь (НРП), в которой используются
формулы для мощности излучения с учетом квантовых эффектов, но пренебре-
гается стохастической природой излучения. Подобный подход уже применялся в
других работах [9, 11–13, 94], но в данной главе обсуждается применимость по-
добного подхода при различных параметрах и рассматривается излучение элек-
трона, двигающегося в постоянном магнитном поле, с учетом спиновых степеней
свободы с использованием модели НРП и численных методов.

4.1 Модель непрерывных радиационных потерь

В квантовом режиме акт излучения фотона электроном представляет из себя
случайное событие, энергия электрона меняется на некоторую величину вслед-
ствии эффекта отдачи, подчиняющегося распределению вероятностей, заданно-
му уравнением (3). Излучение возникает не мгновенно, а формируется на опреде-
ленном участке траектории (в течении определенного времени движения части-
цы по своей траектории), называемом длиной формирования излучения (време-
нем формирования излучения) [8]. Поскольку электрон, при этом, еще и распро-
страняется в некотором электромагнитном поле (например, в поле лазера или в
плазменных полях), то описание его динамики с учетом излучения в общем слу-
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чае очень сложно. Однако, если время формирования излучения много меньше
характерных времен в системе, то движение электрона можно рассматривать от-
дельно от процесса излучения [9]. Для релятивистского электрона, движущегося
в электромагнитном поле, доступном в типичных экспериментальных условиях,
его динамику между событиями испускания фотонов можно рассматривать с ис-
пользованием классического подхода, т.е. используя релятивистские уравнения
движения. При этом параметры электрона при испускании фотона изменяют-
ся в соответствии с квантовой вероятностью. В классическом режиме χ ≪ 1

вероятностный характер процесса излучения исчезает, что позволяет рассмат-
ривать излучение как некоторый детерминированный процесс и пользоваться
дифференциальными уравнениями и эволюцию энергии излучающего электрона
можно представить следующим образом:

dε

dt
= −Pcl(ε), (153)

где Pcl есть мощность излучения в классическом пределе. Уравнение (153) пере-
оценивает радиационные потери, когда приближение χ ≪ 1 не применимо, это
связано с тем, что при выводе выражения для Pcl(ε) не учитывается тот факт,
что электрон не может излучить больше своей начальной энергии. В уравне-
ние (153) можно добавить квантовые поправки [11–14], пересчитав правую часть
с использованием выражения для спектра в случае произвольного χ. Т.е. сто-
хастическая природа излучения не учитывается, но в непрерывных уравнениях
используются точные квантовые формулы, такой подход будем называть моде-
лью непрерывных радиационных потерь или НРП.

Умножим уравнение (8) на энергию фотона ℏω и проинтегрируем по ξ:

d⟨ε⟩
dt

≃ −C0ε0

1∫
0

dξ ξ w0(ξ, ⟨χ⟩) (154)

≃ −C0

ε0

ε0∫
0

dω̄ ω̄ w0(ω̄, ⟨ε⟩) = −P (⟨ε⟩), (155)

где ⟨ε⟩ — усредненная энергия электронов, ξ = ℏω/ε, ω̄ = ℏω и ⟨χ⟩ = B⟨ε⟩/(Bcrmc
2).

Для простоты в данном разделе используется усредненная по спину вероятность.
Интегрирование по спектру фотонов означает усреднение всех возможных изме-
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нений энергии электронов в результате испускания фотонов. Усреднение в урав-
нении (154) можно интерпретировать как усреднение по электронам пучка, име-
ющим равные начальные условия. В классическом пределе все электроны с оди-
наковыми начальными условиями имеют одинаковую траекторию и одинаковую
энергию в каждый момент времени, что не справедливо в квантовом случае. В
квантовом режиме испускание фотонов приходится рассматривать как случай-
ный процесс. Поэтому электроны с одинаковыми начальными условиями имеют
разные зависимости энергии от времени и претерпевают стохастическую диффу-
зию в энергетическом пространстве.

Для того, чтобы формализовать рассмотренную выше процедуру усреднения
можно ввести функцию распределения электронов пучка f(ε,Y , t), где Y — на-
бор параметров электронов пучка. Функция распределения электронного пучка
представляет собой дельта-функцию в начальный момент времени

f(ε,Y , t = 0) = δ(ε− ε0)δ(Y − Y 0). (156)

После нескольких актов излучения, функция распределения примет вид

f(ε,Y , t) =
1

N

N∑
i=1

δ [ε− εi(ε0,Y 0, t)] (157)

× δ [Y − Y i(ε0,Y 0, t)] ,

где (εi,Y i) есть параметры i-ого электрона, N есть число электронов в пучке.
Средняя энергия электрона есть

⟨ε⟩ = 1

N

N∑
i=1

εi =

∫
dεdY εf(ε,Y , t). (158)

Исследуем эту модель в классическом пределе (χ ≪ 1), где модель работает
точно. Рассмотрим те электроны пучка, которые излучили только один фотон.
Согласно уравнениям (8) и (154) среднюю энергию фотона можно записать сле-

97



дующим образом:

ε1(ε0) =

ε0∫
0

ω̄ w1(ω̄, ε0)dω̄, (159)

1 =

ε0∫
0

w1(ω̄, ε0)dω̄, (160)

w1(ω̄, ε0) =
C0w0(ω̄, ε0)

ε0W (ε0)
, (161)

где W (ε0) = W (χ) есть выражение (8), проинтегрированное по всем энергиям
фотона. Средняя энергия электронного пучка после излучения одного фотона
есть

E1 = ε0 − ε1. (162)

В классическом пределе ω̄ ≪ ε0, следовательно, спектральная плотность веро-
ятности w1 и средняя энергия фотона имеют вид [7, 143,144]

w1(ω̄, ε0) =
3

5πω̄c

∞∫
ω̄/ω̄c

K5/3(s)ds, (163)

ε1(ε0) =
P

W
=

8ω̄c

15
√
3
= Cεε

2
0, (164)

ε0∫
0

w1(ω̄, ε0)dω̄ ≃
∞∫
0

w1(ω̄, ε0)dω̄ = 1, (165)

где

P (ε0) = Wε1(ε0), (166)

Wcl =
5α

2
√
3τc

B

Bcr
, (167)

ω̄c = ℏ
3eB

2mc

( ε0
mc2

)2
, (168)

Cε =
4

5
√
3

B

Bcr

1

mc2
. (169)

Теперь рассмотрим те электрон пучка, которые излучили два фотона. Спек-
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тральная плотность вероятности второго фотона определяется выражением

w2(ω̄, ε0) =

ε0∫
0

w1(ω̄, ε0 − ω̄1)w1(ω̄1, ε0)dω̄1, (170)

1 =

ε0∫
0

w2(ω̄, ε0)dω̄. (171)

Последнее уравнение можно получить из уравнения (160), заменив ε0 на ε0 −
ω̄1. Средняя энергия первого фотона определяется уравнением (159), а средняя
энергия второго фотона равна

ε2 =

ε0∫
0

ε0∫
0

ω̄2w1(ω̄2, ε0 − ω̄1)w1(ω̄1, ε0)dω̄2dω̄1

=

ε0∫
0

ε1(ε0 − ω̄1)w1(ω̄1, ε0)dω̄1

= Cε

ε0∫
0

(ε0 − ω̄1)
2w1(ω̄1, ε0)dω̄1

= ε1 −
2ε21
ε0

+
ε1
ε20
⟨ε21⟩, (172)

где

⟨ε21⟩ =
ε0∫
0

ω̄2 w1(ω̄, ε0)dω̄ =
11ω̄2

c

27
=

275

64
ε21 (173)

и используется уравнение (164).
Средняя энергия электронов, излучивших только два фотона

E2 = ε0 − ε1 − ε2

= ε0

[
1− 2

ε1
ε0

+ 2
ε21
ε20

− ε1
ε30
⟨ε21⟩

]
, (174)
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Для случая трех фотонов запишем

ε3 =

∫∫ ε0∫
0

ω̄3w1(ω̄3, ε0 − ω̄2 − ω̄1)w1(ω̄2, ε0 − ω̄1)

× w1(ω̄1, ε0)dω̄3dω̄2dω̄1

=

∫ ε0∫
0

ε1(ε0 − ω̄2 − ω̄1)w1(ω̄2, ε0 − ω̄1)

× w1(ω̄1, ε0)dω̄2dω̄1

= Cε

∫ ε0∫
0

(ε0 − ω̄2 − ω̄1)
2w1(ω̄2, ε0 − ω̄1)

× w1(ω̄1, ε0)dω̄2dω̄1

= ε1

[
1− 4

ε1
ε0

+ 6
ε21
ε20

+ 2
⟨ε21⟩
ε20

+O

(
ε31
ε30

)]
. (175)

Средняя энергия пучка электронов в этом случае есть

E3 = ε0 − ε1 − ε2 − ε3

= ε0

[
1− 3

ε1
ε0

+ 6
ε21
ε20

− 6
ε31
ε30

− 3
ε1⟨ε21⟩
ε30

+ O

(
ε41
ε40

)]
. (176)

Для случая излучения n фотонов можно записать:

wn(ω̄n, ε0) =

ε0∫
0

· · ·
ε0∫
0

dω̄1 . . . dω̄n w1(ω̄1, ε0)

×
n−1∏
i=1

w1(ω̄i+1, ε0 −
i∑

j=1

ω̄j), (177)

1 =

ε0∫
0

wn(ω̄, ε0)dω̄. (178)
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Для средней энергии фотона имеем

εn = ε1

[
1− 2(n− 1)

ε1
ε0

+ 3(n− 1)(n− 2)
ε21
ε20

+ (n− 1)
⟨ε21⟩
ε20

+O

(
ε31
ε30

)]
. (179)

Средняя энергия пучка электронов после излучения n фотонов есть

En = ε0 −
n∑

i=1

εi = ε0

[
1− n

ε1
ε0

+ n(n− 1)
ε21
ε30

− n(n− 1)(n− 2)
ε31
ε30

− n(n− 1)

2

ε1⟨ε21⟩
ε20

+ O

(
ε41
ε40

)]
. (180)

Поскольку Wcl не зависит от ε в пределе χ≪ 1, распределение электронов по
числу испускаемых фотонов в момент времени t определяется распределением
Пуассона

P(n, τ) =
τne−τ

n!
, (181)

где τ = Wclt. Тогда средняя энергия пучка электронов в момент времени t =

τ/Wcl

⟨ε⟩ =
∞∑
n=0

P(n, τ)En

= ε0

[
1− τ

ε1
ε0

+ τ 2
ε21
ε20

− τ 3
ε31
ε30

− τ 2

2

ε1⟨ε21⟩
ε30

+O

(
ε41
ε40

)]
, (182)

где E0 = ε0.
Усредненную энергию электрона можно также рассчитать с помощью моде-

ли НРП. В главе 4.3 рассмотрена задача о движении электрона в постоянном
магнитном поле, используя модель НРП. Эволюция средней энергии электро-
на, в такой задаче, определяется уравнением (221), которое можно переписать
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следующим образом:

⟨εCRL⟩ =
ε0

1 + τε1/ε0
= ε0

[
1− τ

ε1
ε0

+ τ 2
ε21
ε20

− τ 3
ε31
ε30

+ . . .

]
. (183)

Сравнивая результат, предсказываемый моделью НРП (183), и результат,
полученный из стохастического подхода, легко видеть, что разница пропорци-
ональна ⟨ε21⟩. Этот член определяет ширину спектра фотонов, который пред-
ставляет собой спектр синхротронного излучения ∝ ω̄w1(ω̄, ε) в классическом
пределе [144]. Стохастическая эмиссия фотонов вызывает размытие распределе-
ния электронов по энергиям, которое не учитывается в модели НРП. Разность
∆ε = ⟨εCRL⟩ − ⟨ε⟩ можно представить следующим образом

∆ε =
τ 2

2

ε1⟨ε21⟩
ε30

=
5211

27
τ 2
ε31
ε20

+O

(
ε41
ε30

)
, (184)

где используется уравнение (173). Модель применима, когда

ε≫ ∆ε =
5211

27
τ 2
ε31
ε20
. (185)

Используя уравнение (164), можно переписать уравнение (185) через параметр
χ = (ε0/mc

2)(B/Bcr) ∝ ε1/ε0

τ ≪

√
30
√
3

11
χ−3/2 ≃ 2.17χ−3/2. (186)

Из этого условия следует, что модель НРП справедлива в классическом пределе
для долговременной динамики, когда электрон взаимодействует с полем дли-
тельное время. Стоит отметить, что результат (186) получен в приближении,
когда квантовыми поправками в выражениях (166) полностью принебрегается.
Как можно видеть из моделирования (см. Рис. 25 и Рис. 26) модель НРП может
применяться даже на временах τ ≫ 1/χ, когда разложение в ряды в формулах
(182), (183) уже несправедливо. Более того, поскольку параметр χ уменьшается
со временем из-за радиационных потерь, по мере того как электрон излучает,
условие (186) выполняется все лучше и лучше.

Рассмотрим сильно квантовый режим (χ ≫ 1), когда радиационные потери
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велики. Средняя энергия фотона в этом режиме есть [7, 143]

ε1 =
P

W
= δε0, (187)

P =
32Γ(2/3)αm2c4

243ℏ
(3χ)2/3 , (188)

W =
14Γ(2/3)αm2c4

27ℏε
(3χ)−1/3 , (189)

δ =
16

63
. (190)

Из уравнения (187) видно, что даже в квантовом режиме средняя энергия фотона
всегда намного меньше энергии электрона (ε1/ε0 = δ = 16/63 ≪ 1). Заметим,
что расчет энергии фотона может быть точным в пределе χ ≫ 1, поскольку
зависимость ε1 от ε0 линейна. Средняя энергия n-го фотона равна

εn =

ε0∫
0

dω̄n ω̄nwn(ω̄n, ε0)

=

ε0∫
0

· · ·
ε0∫
0

dω̄1 . . . dω̄n ω̄nw1(ω̄1, ε0)

×
n−1∏
i=1

w1(ω̄i+1, ε0 −
i∑

j=1

ω̄j)

=

ε0∫
0

· · ·
ε0∫
0

dω̄1 . . . dω̄n−1 ε1

(
ε0 −

i∑
j=1

ω̄j

)

×
n−2∏
i=1

w1(ω̄i+1, ε0 −
i∑

j=1

ω̄j)

= ε1

(
ε0 −

n−1∑
j=1

εj

)
=

(
1− ε1

ε0

)
εn−1

=

(
1− ε1

ε0

)n−1

ε1. (191)

Средняя энергия электрона после излучения n фотонов есть

En = ε0 −
n∑

i=1

εi = ε0

(
1− ε1

ε0

)n

= ε0 (1− δ)n . (192)
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Средняя энергия электрона также может быть найдена из модели НРП

d⟨ε⟩
dt

= −P (⟨ε⟩) = −Cq⟨ε⟩2/3, (193)

dτ

dt
= W (⟨ε⟩) = Cq

δ
⟨ε⟩−1/3, (194)

Cq =
2532/3Γ(2/3)αm4/3c8/3B2/3

35B
2/3
cr ℏ

. (195)

Решая уравнения (193) и (194) получаем

⟨εCRL⟩ = ε0

(
1− Cqt

3ε
1/3
0

)3

(196)

= ε0e
−δτ , (197)

τ = −3

δ
ln

(
1− Cqt

3ε
1/3
0

)
. (198)

Поскольку в пределе χ ≫ 1 вероятность испускания фотона является функ-
цией энергии электрона (W ∝ ε−1/3), то распределение электронов по числу
испущенных фотонов в момент времени t уже не описывается распределением
Пуассона. Можно использовать подход, основанный на уравнениях баланса, ко-
торый используется, например, для описания динамики многократной полевой
ионизации атомов и ионов [125, 127] (см. 3.2.1). Если N электронов в пучке из-
лучают не более n фотонов, то распределение электронов по числу испущенных
фотонов определяется уравнениями баланса

dN0

dt
= −W0N0, (199)

dN1

dt
= W0N0 −W1N1, (200)

. . . , (201)
dNn−1

dt
= Wn−2Nn−2 −Wn−1Nn−1, (202)

dNn

dt
= Wn−1Nn−1, (203)

где Ni — количество электронов пучка, испускающих i фотонов, Wi = W (Ei) —
вероятность того, что электрон испустит фотон после испускания i− 1 фотонов,
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а Ei есть средняя энергия пучка электронов после излучения i-ого фотона. Из

уравнений баланса следует dN/dt = d(
n∑

i=0

Ni)/dt = 0. Решение системы (199) -

(203) приведено в [125] (уравнение (8)) и имеет громоздкий и не информативный
вид. Стоит заметить, что в пределе W = const решение сводится к распределе-
нию Пуассона.

Выполним переход к новому времени τ в уравнениях (199) - (203), используя
уравнение (198). Для дальнейшего аналитического продвижения можно исполь-
зовать в уравнениях (199) - (203) новое время τ , определенное уравнением (198)
вместо t. Новое время τ пропорционально среднему числу фотонов, испускае-
мых одним электроном. Если коэффициенты Wi в системе (199) - (203) не зна-
чительно меняются на характерных временах излучения, то их можно считать
постоянными. Тогда можно использовать распределение Пуассона (181) в каче-
стве распределения электронов по числу испускаемых фотонов в момент времени
τ . Тогда средняя энергия электрона в момент времени τ

⟨ε⟩ =
∞∑
n=0

P(n, τ)ε0 (1− δ)n = ε0e
−δτ . (204)

Из уравнений (197) и (204) видно, что модель НРП дает тот же результат, что
и результат, полученный из стохастического подхода на основе уравнений (191),
когда распределение электронов описывается распределением Пуассона. Тем не
менее, модель НРП можно использовать для оценок даже в квантовом режиме
(χ ≫ 1). В этом режиме электрон очень быстро теряет энергию и переходит в
классический режим, где модель НРП выполняется с хорошей точностью [145].
Также, как видно из численного моделирования, о котором пойдет речь дальше
(см. 4.4 и рис. 25), модель НРП дает качественно правильное решение даже в
пределе χ≫ 1, по крайней мере для рассматриваемой задачи.

При рассмотрении спиновых степеней свободы функция распределения и вы-
ражение для мощности излучения могут зависеть от спина. Важно отметить, что
вероятность излучения линейно зависит от параметров поляризации и спина [91]
и усреднение спиновой части сводится к замене соответствующих переменных на
средние величины, что позволяет использовать приближение НРП.
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4.2 Спиновая динамика с учетом радиационных эффектов

Рис. 22: Диграммы Фейнмана [146] для разных порядков теории возмущений для
электрона во внешнем поле. Двойные линии означают, что до и после акта рассе-
яния электрон находится во внешнем электромагнитном поле. Нулевой порядок
по α (а) есть движение частицы в поле и прецессия спина, излучение реального
фотона (b) и интерференция диаграммы нулевого порядка с самовоздействием
(с).

Рассмотрим ультрарелятивистский электрон с Лоренц фактором γ ≫ 1, рас-
пространяющийся перпендикулярно постоянному, однородному магнитному по-
лю B. Такой электрон будет излучать магнитотормозное излучение и выраже-
ние для вероятности излучения фотона с энергией ℏω в единицу времени дается
уравнением (3).

Для описания вектора спина используется базис [147–149] (e0, e1, e2), где e0

есть единичный вектор вдоль скорости электрона, e1 есть единичный вектор
вдоль поперечного ускорения и e2 = [e0 × e1]. Для электрона двигающегося
поперек магнитного поля, вектор e2 совпадает с направлением этого поля. Ес-
ли разложить вектор поляризации (здесь называемый для простоты вектором
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спина) электрона по этому базису, и коэффициенты разложения n0,1,2 можно
объединить в вектор Стокса [147–150] и для случая покоящегося электрона n

совпадает с направлением спина

n =
1

2
u+Σu

∣∣∣∣
p=0

, (205)

где u есть биспинор, а Σ = i{γ2γ3, γ3γ1, γ1γ2}, где γµ - есть матрицы Дирака.
Если |n| < 1, то состояние электрона смешанное.

Рассмотрим, как происходит поляризация электрона во внешнем электромаг-
нитном поле, для этого удобно воспользоваться диаграмной техникой. В нулевом
порядке теории возмущений электрон распространяется во внешнем поле со-
гласно релятивистским уравнениям движения [10], а спин прецессирует согласно
уравнению Томаса-Баргмана–Мишеля–Телегди (Т-БМТ) [151, 152] (см. рисунок
22 (а))

dS

dt
=

e

mc
S ×

[
−
(
g(χ)

2
− 1

)
γ

γ + 1
(β ·B)β+

+

(
g(χ)

2
− 1 +

1

γ

)
B −

(
g(χ)

2
− γ

γ + 1

)
[β ×E]

]
,

(206)

где g(χ) = 2+2µ(χ), второе слагаемое связано с аномальным магнитным момен-
том электрона [153]

µ(χ) =
α

πχ

∫ ∞

0

y

(1 + y)3
L1/3

(
2y

3χ

)
dy, (207)

где

L1/3(z) =

∫ ∞

0

sin

(
3

2
z(x+

x3

3
)

)
dx. (208)

В пределе χ ≪ 1, µ(χ) ≈ α/2π. Следующий порядок теории возмущений опи-
сывает излучение фотона с вероятностью (3) (см. рисунок 22 (b)). При этом
спин электрона может перевернуться, что называют радиационной поляризаци-
ей [146]. Следствием линейности формулы (3) по спиновым слагаемым, можно
записать конечный спин электрона [91]

SR
f =

wf

w0 +wiSi
. (209)
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Стоит отметить, что вектор, определенный по формуле (209) может быть меньше
единицы по молулю, что означает, что спиновое состояние электрона является
смешанным. Третьим эффектом, влияющим на поляризацию электрона, явля-
ется интерференция диаграммы нулевого порядка с петлевой диаграммой (см.
рисунок 22 (c)). Матричный элемент, соответствующий этой диаграмме, имеет
мнимую и действительную части. Действительная часть не меняет длины век-
тора спина и дает лишь дополнительное слагаемое в уравнение Т-БМТ, назы-
ваемое аномальным магнитным моментом µ(χ). Мнимая часть ответственна за
нерадиационную поляризацию, которую можно продемонстрировать на простом
примере [146]. Рассмотрим пучок из N электронов и пусть N+ электронов по-
ляризовано вдоль магнитного поля, а N− – против. Ясно, что удвоенный спин
всего пучка есть Si = (N+−N−)/(N++N−). Обозначим число излучивших элек-
тронов NR, а число неизлучивших электронов NNR. Выражение для конечного
удвоенного спина неизлучивших электронов есть:

Si =
N+

NR −N−
NR

N+
NR +N−

NR

=
SiN − (N+

R −N−
R )

N −NR
=
Si −∆tC0

∫
dξ(wi + w0Si)

1−∆tC0

∫
dξ(w0 + Siwi)

, (210)

где использовалась формула (3) и связь между вероятностью излучения и числом
излученных частиц N±

R = N±∆tC0

∫
dξ(w0 ± wi).

Выражение для вектора спина не излучившей части можно записать в общем
виде [146,154,155]

SNR
f =

Si(1− C0∆t
∫ 1

0 dξw0)− C0∆t
∫ 1

0 dξwi

1− C0∆t
∫ 1

0 dξ(w0 +wi · Si)
. (211)

Заметим, что как и в случае с уравнением (209), данное спиновое состояние яв-
ляется смешанным |SNR

f | < 1.

4.3 НРП модель для электрона в постоянном магнитном

поле

Рассмотрим пучок ультрарелятивистских электронов двигающихся в постоян-
ном однородном магнитном поле, направленном по оси z, B = Bz0. Пусть в
начальный момент каждый электрон имеет спин либо вдоль, либо против маг-

108



нитного поля. Умножая уравнение (3) на ℏω, суммируя по конечным спинам и
интегрируя по всем частотам фотонов получим выражение для мощности [7]

P = C0

1∫
0

dξℏω [w0 − wiSz] . (212)

Следуя модели НРП запишем выражения для эволюции энергии электрона

dε

dt
= −C0 mc

2

3

∞∫
0

u
(
4u2 + 5u+ 4

)
(1 + u)4

K2/3

(
2u

3χ

)
du− SzC0

1∫
0

widξ. (213)

Рассмотрим полную вероятность излучения в единицу времени, усредненную по
начальным спинам и просуммированную по конечным спинам элетрона:

W =
C0

3

∞∫
0

5u2 + 7u+ 5

(1 + u)3
K2/3

(
2u

3χ

)
du. (214)

Для случая χ ≪ 1, уравнения (213) и (214) существенно упрощаются. Поль-
зуясь тем фактом, что параметр χ можно перезаписать как χ = γB/Bcr имеем:

dχ

dτ
= − 4

5
√
3
χ2

(
1− Szχ− 55

√
3

16
χ

)
, (215)

Wcl =
5πC0

2
χ =

5α

2
√
3τc

B

Bcr
, (216)

где τ = t/τph = Wclt и τph = 1/Wcl. Пренебрегая слагаемыми порядка χ3 можно
записать выражение для характерного времени излучения как

τr =
5
√
3

4

τph
χ
. (217)

Используя выражение (3) легко найти вероятность излучения с переворотом
спина [7, 86]. Проинтегрируем (3) по ξ и положим Sf = −Si, тогда, в пределе
χ≪ 1

Ws−f =
χ2

8τph

(
1− 8

5
√
3
Sz

)
, (218)
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где Sz есть проекция спина на магнитное поле. Второе слагаемое в выражении
(218) ответственно за эффект Соколова-Тернова [85] и видно, что характерное
время переворота спина пропорционально B−1χ−2. Выражение для эволюции Sz

определено в работе [86]

dSz

dt
= − 1

τsp

(
Sz +

8
√
3

15

)
, (219)

где характерное время излучения фотона с переворотом спина введено как

τsp =
4τph
3χ2

. (220)

Стоит заметить, что τsp/τr = 16/(15
√
3χ) ≫ 1, т.е. излучение без переворота

спина происходит гораздо чаще, чем излучение с переворотом. Другими слова-
ми, когда электрон распространяется в магнитном поле, он излучает без изме-
нения спина и для того, чтобы наблюдать эффект Соколова-Тернова требуется
наблюдать за частицей долгое время, поддерживая при этом энергию электрона
постоянной. Для этого используют накопительные кольца [156].

Уравнения (215) и (219) представляют из себя систему описывающую эво-
люцию энергии электрона и проекции спина Sz. Пренебрегая слагаемым χ3 в
уравнении (215) можно легко получить решение

χ(τ) =
χ0

1 + (4/5
√
3)τχ0

, (221)

где χ(0) = χ0. Подставляя уравнение (221)) в уравнение (219) получаем решение

Sz(t) = − 8

5
√
3

(
1− ef(t)

)
, (222)

где

f(t) = −5
√
3

8
αχ2

0

B

Bcr

t
τc

1 + 2
3αχ0

B
Bcr

t
τc

. (223)

Можно проверить, что S(t→ ∞) ≈ −1.5χ0, что существенно отличается от слу-
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чая постоянного χ, где S(t→ ∞) ≈ −0.924. Как видим, учет реакции излучения
вместе с уравнениями спиновой эволюции сильно уменьшает набор поляриза-
ции даже в классическом режиме, где χ ≪ 1. Этот результат можно понять,
если сравнить характерное время поляризации пучка для эффекта Соколова-
Тернова [86] τST = 8

√
3/15 ατc/χ

2 и характерное время изменения параметра χ,
τχ = 2/3 ατc B/Bcrχ. Видно, что τST ≫ τχ для малых χ. Это означает, что при
малых χ, фотоны излучаются чаще, чем происходит переворот спина, поэтому
лептон потеряет значительную часть своей энергии, прежде чем сможет создать
поляризацию.

Уравнения (222) и (223) могут служить еще одним эталоном для тестирова-
ния алгоритмов, направленных на моделирование спиновой динамики в лазерно-
плазменных кодах.

4.4 Численное моделирование спиновых и радиационных

эффектов в сильных электромагнитных полях

Движение частиц моделируется путем решения релятивистского уравнения дви-
жения [10] с использованием алгоритма, разработанного в работе [157]. Прецес-
сия спина учитывается путем решения уравнения Т-BMT (206). Для решения
этого уравнения используется алгоритм, приведенный в работе [158, 159], назы-
ваемый еще поворот Бориса. Особенностью данного алгоритма является то, что
при таком подходе модуль вектора спина сохраняется с машинной точностью.

Радиационные эффекты моделируются с помощью метода Монте-Карло, ос-
нованного на работах [9, 98, 160, 161]. В начале моделирования каждой частице
присваивается величина τ = − log r1, называемая оптической толщиной, где r1
есть случайное число, равномерно распределенное от 0 до 1. На каждом времен-
ном шаге ∆t моделирования из τ вычитается значение ∆tW , где W есть веро-
ятность испускания фотона в единицу времени, определенная формулой (214).
Когда значение τ становится меньше или равно нулю, испускается фотон и пере-
считываются параметры электрона τ . Энергия фотона ℏω определяется из урав-
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нения

r2 =

ℏω/ε∫
0

dξw0(ξ, χ)

1∫
0

dξw0(ξ, χ)

, (224)

где генерируется второе r2, случайное число, равномерно распределенное от 0

до 1. После излучения электрону присваивается новое число τ , пересчитывается
энергия εf = εi − ℏω и импульс

pf =
pi

|pi|

√
ε2f
mc2

− 1. (225)

Стоит заметить, что здесь, как и в предыдущих разделах, считаеся, что все из-
лучение направлено вперед, а закон сохранения выполняется точно только для
энергии, для импульса закон сохранения выполняется с точностью 1/γ2.

Спин электрона, после излучения, определяется согласно выражению (209).
Это, однако, означает, что мы должны работать со смешанными состояниями.
Есть способ работать с чистыми состояниями, для этого после излучения тре-
буется коллапсировать спиновое состояние в одно из двух чистых состояний со
спином вдоль или против оси квантования, которая выбирается вдоль направле-
ния вектора, определенного формулой (209) [146,162–165]. После того, как фотон
испущен и определена его энергия, генерируется третье случайное число, равно-
мерно распределенное от 0 до 1 r3 и вычисляется следующая вероятность [166]

P↑ =
1

2

w0 +wi · Si + |wf |
w0 +wi · Si

. (226)

Если P↑ > r3, спин электрона после излучения задается Sf = wf/|wf |, ина-
че Sf = −wf/|wf |. Если излучения не происходит, то спин электрона задается
формулой (211). Если же мы хотим работать с чистыми состояниями, то вы-
бирается ось квантования вдоль направления (211) и генерируется случайное
число r4, равномерно распределенное от 0 до 1, и вычисляется следующая веро-
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ятность [166]

P̃↑ =
1

2

1−∆tC0

(∫ 1

0 dξw0 +
∫ 1

0 dξ(wi · Si)
)
+
∣∣∣Si

[
1−∆tC0

∫ 1

0 dξw0

]
−∆tC0

∫ 1

0 dξwi

∣∣∣
1−∆tC0

(∫ 1

0 dξw0 +
∫ 1

0 dξ(wi · Si)
) .

(227)

Если P̃↑ > r4, то спин электрона выбирается вдоль SNR
f , иначе – в противопо-

ложном направлении.
Рассмотрим случай постоянного магнитного поля и пусть до излучения спин

электрона направлен вдоль e2. Пусть на данном шаге в моделировании излуче-
ния не происходит, тогда вероятность (227) в этом случае равна 1. Если же спин
электрона изначально был вдоль −e2, то вероятность (227) равна 0. Таким об-
разом, если изначально спин электрона был либо вдоль, либо против e2, неради-
ационной поляризации не происходит. В случае, когда используются смешанные
состояния, как видно из уравнения (211), вектор спина может быть |Sf | < 1 и
нужно учитывать нерадиационную поляризацию.

Для проверки работы алгоритма рассмотрим несколько задач. Требуется убе-
диться, что алгоритм, приведенный выше, дает эффект Соколова-Тернова. Рас-
смотрим электронный пучок из 1000 частиц, движущийся перпендикулярно по-
стоянному однородному магнитному полю B = Bz0. Для моделирования эффек-
та Соколова-Тернова мы игнорируем изменения энергии и импульса в результате
испускания фотонов, так что энергия электронов остается постоянной. Резуль-
тат моделирования показан на рис. 23, где начальная энергия электронов равна
ε = 1 ГэВ и χ = 10−3. Временной шаг ∆t в этом моделировании задается равным
0.1/W , где W определяется уравнением (214).

Также было проведено моделирование задачи о столкновении пучка электро-
нов в продольной поляризацией с лазерным импульсом с эллиптической поля-
ризацией. Параметры задачи выбирались аналогичными тем, что приведены в
работе [87]. Электронный пучок с энергией εk = 5 ГэВ движется в направлении
−z с продольной поляризацией вдоль оси z и сталкивается с лазерным импуль-
сом с эллиптической поляризацией. Лазерный импульс имеет гауссову огибаю-
щую, пиковую интенсивность I0 = 5.34 1021 W/см2, длину волны λ = 800 нм,
длительность импульса τl = 30 fs и эллиптичность ϵ = |Ey|/|Ex| = 0.05. Предпо-
лагается, что радиус пучка частиц намного меньше радиуса перетяжки лазера.
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Рис. 23: Аналитическое решение уравнения (219) показано синей пунктирной
линией, а результат моделирования показан сплошной розовой линией. Серая
пунктирная линия показывает асимптотическое значение спина на бесконечно-
сти.

Для моделирования взаимодействия лазерного луча в статье [87] разработана
модель MCPV (Monte Carlo polarization vector). Модель основана на использо-
вании метода Монте-Карло для излучения фотонов, аналогично тому, как это
сделано в данной работе, и численном решении дифференциального уравнения
для импульса и поляризации электрона. MCPV модель подразумевает, что сто-
хастическая спиновая динамика может быть аппроксимирована непрерывным
уравнением, аналогичным (219). Авторы проверили модель с помощью 3D-кода,
использующего метод Монте-Карло для спиновой динамики. Отметим, что в на-
шей численной модели также используется метод Монте-Карло для спиновой
динамики. На рисунке 24 представлено сравнение результатов из работы [87] и
разработанного в данной главе алгоритма.

Было проведено моделирование задачи о движении пучка электронов пер-
пендикулярно постоянному магнитному полю, результат сравнивался с моделью
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Рис. 24: Сравнение результатов моделирования кодом из 4.4 с моделью MCPV,
разработанной работе [87]. На левом графике распределение электронов по энер-
гиям, полученное кодом из данной работы (зеленая линиия), и результаты моде-
ли MCPV (синие точки). На правом графике красной линией показано распреде-
ление средней проекции спина на ось x, а синими точками показаны результаты
модели MCPV.

НРП, заданной уравнениями (213) – (222). Моделирование проводилось для раз-
личных начальных значений χ0 и ε0: (i) χ0 = 0.01, ε0 = 1 ГэВ; (ii) χ0 = 0.1,
ε0 = 10 ГэВ; (iii) χ0 = 0.1, ε0 = 50 ГэВ с использованием во всех случаях 105

частиц. Изначально электронный пучок неполяризован, т.е. каждый электрон
имеет проекцию спина Sz = 1 или Sz = −1 со средним для всего пучка ⟨Sz⟩ = 0.

На рис. 25 показано сравнение результатов модели НРП и результатов чис-
ленного моделирования. Как обсуждалось в конце раздела 4.1, нарастание поля-
ризации существенно подавляется при учете радиационных потерь. Используя
уравнение (216), можно оценить время испускания одного фотона τph = 1/W и
сравнить его со временем нарастания поляризации для случая постоянной энер-
гии. Для случая, представленного на рис. 25(a), имеем τsp/τph ≈ 7 105, для случая
(b) τsp/τph ≈ 7 102 и для (c) τsp/τph ≈ 5.8. Графики во второй и четвертой строках
показывают относительную ошибку между численными результатами и моделью
НРП. Пики около t ≃ 0 на рис. 25 можно объяснить тем фактом, что вначале
моделирования происходит мало событий переворота спина и излучения для по-
лучения хорошего усреднения и статистически значимого результата. Эти пики
становятся уже по мере увеличения количества частиц в моделировании.

115



0.015

0.010

0.005

0.000

 S
z(t

)

(a1)

0.125

0.100

0.075

0.050

0.025

0.000 (b1)

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0 (c1)

0.0

0.1

0.2

0.3

(|S
z,

nu
m

(t)
-S

z(t
)|)

/|S
z(t

)| (a2)

0.0

0.2

0.4

(b2)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8 (c2)

0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

(t)

(a3)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10 (b3)

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5 (c3)

0 13 26 40
tWcl/102

0.00

0.01

0.02

0.03

(
nu

m
(t)

-
(t)

)/
(t)

(a4)

0 1 2 3 4 5
tWcl/102

0.00

0.05

0.10

0.15
(b4)

0.0 0.11 0.22 0.32 0.43 0.54
tWcl/102

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8 (c4)

Рис. 25: Сравнение численного моделирования с аналитическим решением для
эволюции среднего значения проекции спина для различных параметров: (a1-a4)
χ = 0.01, ε = 1 ГэВ, (b1-b4) χ = 0.1, ε = 10 ГэВ и (c1-c4) χ = 0.5, ε = 50 ГэВ.
Магнитное поле для всех случаев составляет B/Bcr = 0.511 10−6. Сплошная
красная линия на графиках в первой и третьей строках представляет среднюю
проекцию спина на ось z, полученную при численном моделировании. Пунктир-
ная синяя линия представляет собой аналитическое решение уравнений (223).
Фиолетовые линии на графиках a2, b2, c2 показывают разницу между числен-
ным решением и аналитическим результатом для спина. На графиках a4, b4, c4
фиолетовые линии представляют разницу между численными результатами для
χ и аналитическими результатами, полученными из уравнения (221).
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4.5 Сильно квантовый режим
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Рис. 26: На графиках сплошные синие линии a1, a3, b1, b3, c1, c3 показывают
результаты численного моделирования, пунктирные зеленые линии показыва-
ют точное решение уравнений (213) и (235), а случай разложения правой части
уравнения (213) показан красной штрихпунктирной линией. Для всех расчетов
напряженность магнитного поля принималась равной B/Bcr = 0.511 10−4 с ис-
ходным χ0 10 для (a1-a4), 50 для (b1-b4) и 100 за (c1-c4). Во всех случаях на-
чальный средний спин равен нулю. Графики a2, a4, b2, b4, c2, c4 (сплошными
фиолетовыми линиями) изображают разницу между численными результатами
и решением уравнений (213) и уравнений (235).

Исследуем степень применимость модели НРП в случае χ ≫ 1. Описывать
спиновые состояния можно также с помощью матрицы плотности ρ. Зная мат-
рицу ρ можно записать выражение для поляризационного вектора (или вектора
Блоха) S = tr[σρ], где σ есть матрицы Паули. Используя Ŝ− матрицу и зная
начальную матрицу плотности ρi, можно записать выражение для матрицы плот-
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ности конечного состояния ρf = ŜρiŜ
†.

Выражение для конечной матрицы плотности для случая постоянного маг-
нитного поля получено в работе [71] и имеет вид

ρ =

∫
ρ(t,κ)dtdκ =

C0

χ

∫ (
ρ+ ρ∗nd
ρnd ρ−

)
dtdκ, (228)

где матричные элементы

ρ± = (2 + 1.5κη ± 2Sz)K2/3(η)− (1± Sz)

∫ ∞

η

K1/3(s)ds−

−
(
κ
χ
± 1.5χη

)
K1/3(η),

(229)

ρnd = Sx

(
(2 + 1.5κη)K2/3(η)− (1 + 1.5κη)

∫ ∞

η

K1/3(s)ds

)
+

+ iSy

(
2K2/3(η)−

∫ ∞

η

K1/3(s)ds

)
,

(230)

где η = 2y/(3χ (χ− y)). Заметим, что след от матрицы (228) совпадает с выра-
жением (3), где произведено суммирование по конечным спинам. Вычисляя след
от произведения матрицы (228) с матрицами Паули для всех компонентов можно
получить:

∆Sx =
Sx

ws

[
κ
χ
Sz K1/3(η)− 1.5κη

∫ ∞

η

K1/3(s)ds

]
, (231)

∆Sy =
Sy

ws

[
κ
χ
Sz K1/3(η)− 1.5κηK2/3(η)

]
, (232)

∆Sz =
1

ws

[(
κ
χ
S2
z − 1.5κη

)
K1/3(η)− 1.5κηK1/3(η)

]
. (233)

Стоит заметить, что уравнения (231)-(233) дают только изменение излучив-
шей части пучка, для неизлучившей части пучка можно воспользоваться фор-
мулой (211). Полагая ∆t → 0, ыражение для изменения вектора спина неизлу-
чившей части имеет вид

∆SNR = −C0∆t

(
Si

∫ 1

0

dξw0 +

∫ 1

0

dξwi

)
. (234)
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Переходя к средним с уравнениях (231)-(233) в соответствии с моделью НРП,
т.е. умножая каждое уравнение на (7) и интегрируя по всем энергиям фотона,
получаем систему дифференциальных уравнений для эволюции вектора поля-
ризации для излучившей части электронов. Добавляя к этому выражение (234)
получаем полную систему

dSz

dt
= −SzF2(χ)− F1(χ), (235)

dSy

dt
= −SyF2(χ), (236)

dSx

dt
= −SxF3(χ), (237)

где коэффициенты в уравнениях (235)-(237) следующие

F1 =
C0

χ

χ∫
0

y2

χ(χ− y)
K1/3(η)dy, (238)

F2 =
C0

χ

χ∫
0

y2

χ(χ− y)
K2/3(η)dy, (239)

F3 =
C0

χ

χ∫
0

y2

χ(χ− y)
IntK1/3(η)dy. (240)

(241)

В качесте проверки правильности системы (235)-(237) можно убедиться, что
уравнение (235) переходит в уравнение (219) при χ ≪ 1. Вычисляя коэффи-
циенты (238)-(240) для χ≪ 1 получаем

F1 = C0

χ∫
0

y2

χ(χ− y)
K1/3(η)dy = C0

27

8
χ4

∞∫
0

a2K1/3(a)da =
αχ3

τcγ
, (242)

F2 = C0

χ∫
0

y2

χ(χ− y)
K2/3(η)dy = C0

χ∫
0

3κyK2/3(2y)dκ =
5
√
3

8

αχ3

τcγ
, (243)
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F3 = C0

χ∫
0

y2

χ(χ− y)

∞∫
η

K1/3(t)dt dy = C0
27

8
χ4

∞∫
0

a2Int1/3K(a)da =
35

24
√
3

αχ3

τcγ
.

(244)
Сравнение результатов моделирования для режимов χ ≫ 1 и результатов

решения системы (235)-(237) и (213) представлено на рисунке 26. Видно, что
даже для достаточно больших значений χ имеется хорошее согласие результатов
кода с моделью НРП. Красная кривая на рисунке 26 соответствует разложению
правой части уравнения (213) до 4−х слагаемых по параметру 1/χ

χ̇ = −0.37α
B

Bcr
χ2/3

(
1− 1.798χ−2/3 + 4.715χ−4/3 − 6.84χ−5/3

)
. (245)

Для получения аналитического решения можно было бы ограничиться только
одним слагаемым в уравнении (245), но, как показывает моделирование, этого
не достаточно, и для хорошего описания решения точной задачи, требуется как
минимум четыре слагаемых.

4.6 Обсуждение результатов

Исследовано движение релятивистского электронного пучка в присутствии по-
стоянного однородного магнитного поля с учетом поляризационных эффектов
и реакции излучения. В квазиклассическом пределе (χ ≪ 1) получены анали-
тические выражения для эволюции как энергии пучка, так и его поляризации.
Вывод был выполнен в рамках модели НРП. Также была разработана числен-
ная модель, использующая метод Монте-Карло для излучения фотонов с уче-
том спиновых степеней свободы. Аналитические результаты сравнивались с ре-
зультатами, полученными в численном моделировании для различных значений
начального параметра χ. Моделирование проводилось как в квазиклассической
области (χ≪ 1), так и в сильном квантовом режиме χ≫ 1.

Численное моделирование и аналитические рассчеты, используя модель НРП,
показывают, что реакция излучения существенно препятствует нарастанию по-
ляризации, поскольку энергия лептонов быстро теряется даже при малом пара-
метре χ. Численное решение хорошо согласуется с аналитическим, когда пара-
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метр χ мал, однако, когда параметра χ ≳ 1, решения начинают расходиться.
Использование модели НРП для больших значений χ может служить полезным
инструментом для получения качественной оценки того, как меняется энергия
электрона.

Продемонстрирована справедливость модели НРП в квазиклассическом пре-
деле. Модель оперирует усредненными величинами, при этом усреднение прово-
дится по электронам пучка. Радиационные потери из-за многократного испус-
кания фотонов рассматриваются, как в рамках модели НРП, так и используя
стохастическую модель в квазиклассическом пределе χ ≪ 1, и в сильно кван-
товом режиме χ ≫ 1. Сравнение результатов моделирования с результатами
модели НРП для энергии показывает, что модель НРП можно использовать для
оценок даже в квантовом режиме. Более того, сильные радиационные потери в
квантовом режиме приводят к быстрой релаксации к классическому режиму, в
котором модель НРП работает правильно.

Эти результаты могут оказаться важными для будущих исследований, на-
правленных на изучение свойств КЭД в сильных электромагнитных полях и
поведения спиновых степеней свободы частиц в различных экспериментальных
условиях. Полученное аналитическое решение также может служить способом
проверки правильности работы численных алгоритмов.
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5 Заключение

1. Найдено такое магнитное поле, при взаимодействии электронов с которым,
получаемое распределение частиц по энергиям совпадает со случаем вза-
имодействия аналогичных электронов с заданным лазерным полем. Такая
замена лазерного поля на постоянное магнитное поле во многих задачах
может существенно упростить теоретический и аналитический анализ.

2. Показано, что влияние действительной части показателя преломления по-
ляризованного вакуума на спектр излучения электрона в магнитном поле
мало в области параметров, где справедливо использование теории возму-
щений. Продемонстрирована перспективность использования мюонов для
исследования влияния действительной части показателя преломления по-
ляризованного вакуума на параметры излучение.

3. Построена численная модель для описания полевой ионизации, учитыва-
ющая режим подавления барьера и многократную ионизацию. Результаты
численного моделирования, с использованием данной модели, подтвержда-
ют предположение о том, что более тяжелые газы лучше подходят в каче-
стве затравки для инициации КЭД каскада.

4. Построена аналитическая модель КЭД каскада во вращающемся электри-
ческом поле. Выведено выражение для скорости роста КЭД каскада. Полу-
ченное выражение находится в хорошем согласии с результатом численного
моделирования в широком диапазоне напряженности лазерного поля.

5. Модель непрерывных радиационных потерь расширена на случай спиновых
степеней свободы с учетом радиационных эффектов. Показано, что време-
на, на которых модель НРП применима, намного больше как характерных
времен диссипации энергии, так и характерных времен набора пучком элек-
тронов поляризации.
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